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1. 

über die Reduction dreifacher Integrale auf 

Quadraturen. 

(Von Dr. A. Winchler, Professor der Geodäsie an der K. K. lechnischen Lehr-Anstalt 

zu Brunn.) 



Uas hier Folgende enthält die Entwickelung von Reductionsformeln 
für dreifache Integrale, bei welchen die Function unter den Integralzeichen 
nur durch ihr Argument näher bestimmt ist^ und wobei die untern Grenzen 
sämmtlich Null, die obern wiltkUrtiche Functionen sind. Es wird dabei nur 
vorausgesetzt, die obern Grenzen seien von der BeschafTenheit, dafs alle später 
vorkommenden Gleichungen^ welche sich auf die Bestimmung der Grenzeo 
beziehen, innerhalb der in Frage kommenden Intervalle, jedesmal nur eine 
einzige reelle Wurzel haben und die Betrachtung es nur mit einförmigen, ohne 
Wechsel entweder wachsenden oder abnehmenden Functionen, oder mit stets 
auf- oder absteigenden Curvenzweigen zu thun habe. 

Es sind dies dieselben Voraussetzungen, welche den Resultaten zu 
Grunde liegen, die ich im 45len Bande dieses Journals entwickelt habe. Im 
Allgemeinen läfst sich bekanntlich jedes dreifache Integral so zerlegen, dafs 
seine einzelnen Bestandlheile in der That jenen Voraussetzungen entsprechen. 

Obgleich nun die folgenden Ergebnisse auch aus den analogen Formeln 
fQr doppelte Integrale gefunden werden können, so führt doch der directe 
Weg schneller zum Ziele; wobei noch ein Mittel zur Prüfung übrig bleibt. 
Unter dem gegebenen dreifachen Integrale stellen wir uns, wie üblich, den 
Ausdruck einer Masse vor, welche, in einem durch die Integrations-Grenzen 
bestimmten Räume enthalten und nur nach gewissen Schichten, deren Lage 
und Gestalt das Argument der Function angiebt, von unveränderlicher Dich-- 
tigkeit ist. 

1. 
Bezeichnet t dieses Argument, d.h. die Verbindung, in welcher die 
Variabcln u', y,z in der Function unter den Integralzeichen ansschliefslich 
auftreten, so wird sich der Zusammenhang aller, einem constanten t ent- 
sprechenden Werthe von x, y, z durch eine krumme Fläche vorstellig machen 
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lassen, für welche /*(/}, also die Dichtigkeit der Masse, unveränderlich bleibt. 
Lafst man nun t um dt sich ändern, so wird dem Werthe t-\-dt eine zweite 
krumme Fläche derselben Art entsprechen, welche mit der erstem eine 
räumliche Schicht einschliefst, von welcher ein Element als schiefwinkliges 
Paralielepiped betrachtet wird, dessen auf einander senkrechte Dimensionen 

dx, dy, ("jrjrf' sind, dessen Inhalt also 



= {'£)fif^i^^y 



dt^ 

ist. Der Inhalt dS der bis zu den äufseren Begrenzungen des ganzen Raums 
sich erstreckenden Schicht wird man durch Integration nach ^ und y zwischen 
den gehörigen Grenzen, also aus der Gleichung 



ds = dtfd.J\^yr 



linden. Integrirt man endlich t\t)dS nach t, wodurch man die Summe der 
in den auf einanderfolgenden Schichten enthaltenen Massen erhält, so ergiebt 
sich für den Ausdruck der Masse eines Theils des Ganzen: 



/mdl/ds/(^)dy. 



Die Werthe von o? und y, zwischen welchen /*(<)i/iSzu integriren ist, 
um den einer gegebenen Schicht entsprechenden Werth zu finden, müssen 
aus dem Umfange der Projection jener Schicht (oder vielmehr der krummen 
Fläche, in welcher sie liegt,) auf die Ebene der xy, abgeleitet werden. Das 
Nähere hierüber wird sich am besten bei der Behandlung einzelner Fälle 
zeigen lassen. Wir werden dabei immer beobachten, dafs zuerst nach y, 
dann nach x und schliefslich nach t integrirt wird. 

Offenbar ist es aber im Allgemeinen hinsichtlich des Resultats gleich* 
gültig, ob man die in einer Schicht enthaltene Masse aus deren Projection 
auf die Ebene der xz, oder yz, oder auf irgend eine andere Fläche, oder, 
wie oben angenommen, aus der Projection auf xy bestimmt. 

Aus dieser Bemerkung ergiebt sich jedoch für doppelte Integrale eine 
Transformations-Gleichung, welche wohl zu beachten ist, und welche wir daher 
vor Allem hier anführen wollen. 

Man stelle sich nämlich vor, es handle sich um die Bestimmung der 
Masse einer unendlich dünnen Schicht (Fig. 1.), zwischen zwei aufeinander- 
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folgenden Flächen enthalten, deren Gleichung: 

ist, und welche von den Seitenflächen eines Parallelepipeds (I, t?^ ?) begrenzt 
wird. Aus der eben angeführten Gleichung leite man 

ab, und stelle sich unter F{x,yy7i{Xyy,t)) die Dichligfceil der Masse im 
Puncte X, Y, z der dem Parameter t entsprechenden Schicht vor, so wird 
man, der obigen Bemerkung gemäfs, zu den folgenden Gleichungen gelangen: 

(^0 J dyj F{x,y,n)[^)dx 

dzj F{rp,y,z){-£)dy 

dxj /^(^.y.«)(^;rf«. 

Im Nachstehenden findet diese Gleichung, wo es sich um die Her- 
stellung symmetrischer Formen handelt, mehrfache Anwendung. 

Im Verlaufe unserer Betrachtungen ist öfters von der Auflösung ge- 
wisser Gleichungen die Rede. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, sollen durchgehends folgende Be- 
zeichnungen gebraucht werden. Es sei 

t = F{x,y,%) 
das gegebene Argument. Vorausgesetzt wird, man habe 

y == y {x, f) aus der Gleichung F[x, y, {x, y)] — < = 0, 
x=^o}{l) - - - F[jr,0,ö(j^,0)] — / = 0, 

x=m) - - - /^[^,/(^),o]-/=o, 

abgeleitet, wobei x(^*) und 0{x,y) die Grenzfunctionen des vorgelegten drei- 
fachen Integrals, resp. nach y und z bezeichnen. Die geometrische Bedeu- 
tung dieser Gleichungen läfst sich ohne weitere Erklärung erkennen. 

2. 
Es sei nun: 

1» 
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gegeben. Alsdann ist 

und man hat 

y = ip \Xy t) aus der Gleichung nx -\- by -|- cO (x, y) — / = 0, 
x=(o{l) - - - ax'\-ce(x,0) — t = 0, 

x=l{t) - - - «i'-f *;f(j7) — < = 0, 

x=xp{t) . - - ax^bx{x)-\-ceix,x{x))-t = 

zu berechnen. 

Für die auf einander folgenden Werthe von / (Fig. 2.) entsteht eine 
Reihe paralleler Ebenen, zwischen welchen die Dichtigkeit jedesmal constant 
ist. Um die Bestandtheile zu bezeichnen, aus welchen sich der Raum am 
einfachsten zusammensetzen läfsl, wollen wir von jenen Ebenen diejenigen 
hervorheben, welche durch die sechs Puncto 

{l./(l),0}, {0,0,0}, {0,/(0),0}, 

{I.0,;C(^^0)|, {l,z(r),Ö(|,/(|))}, {0,/(0),Ö(0,/(0))} 
geben, und durch welche der Raum in sieben, einzeln zu berechnende Theile 
zerlegt wird. Drei derselben sind von der Fläche z=^0{x,y)^ die flbrigen 
von Ebenen und einer ctflindrischen Fläche begrenzt. 

Zur Abkarzung werde, wie in allen späteren Fällen: 

X{^) = ny X{0) = r]', 

ÖC§^/(^)) = C, 0(0,0) = ?^ ö(0,;c(0)) = r. Ö(|,0) = r 
gesetzt. Dann mufs man, um die einzelnen Theile des dreifachen Integrals 
zu finden, die Integration wie folgt sich erstrecken lassen: 

(1.) Nach y, von ^''S— r — ; Nach x, von — bis^; Nacht, von «| bis a^-\-bi3; 



C20 { b ' a '')■ - . «§-{-*, 



t30 

(40 
(5.) 

(6.) j l 
(70 - 
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- T - *<') : 


- - xi^h 
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- m - ^ 


• « -'^'' 
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- - z(j^); 
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- m - 1 r 


- - xk^)\ 
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- 0-1; 


- - ;f(.r); 
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. - «(/) 


- ff{x,i) - x{x)\ 
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- «(0 - S ' 


- - ;f(jr); 
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brf; 
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bff-\-c?; 


hrf+€5 - 


t-r,- 



Nach X, von | bis — ; 


Nach t. 


von bis a|; 


- - - X(t); 
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- - bf)'} 


- - - «(/); 


- 


- - c^; 


- - 1 - ^(0; 
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- - a|+6ij; 


- - «(0 - 1; 

- - - v(0; 

- - V(0 - 1; 
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- - a^+c^»; 

- - brf-\-c^; 

- - «H*'?+<'£- 
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Dieses System von Werthen läfst sich auch leicht in ein kürzeres 
verwandeln, wenn man es so einrichtet, dafs bei jedem einzelnen Integral 
die untere Grenze in Bezug auf / = Null wird. Während jedoch das ange- 
gebene System nur wirkliche Bestandtheile des dreifachen Integrals enthält, 
kommen bei dem transformirten Integral fremde Raumtheile in Rechnung, 
welche sich zwar wieder aufheben, bei weichen aber möglicherweise die 
Eingangs gemachte Voraussetzung nicht Statt finden könnte. Das transfor- 
mirte System ist: 

Nach 7, von bis — r — ; 

- - - (f'{x,t)\ 
i — ax . . 

- - q>(x,t)\ 

- <f(x,t) - x^^)\ 

- 9(^^0 - X^x)\ 

Ähnliche Transformalionen lassen sich auch bei den folgenden Grenzsystemen 
machen; wir werden dieselben nicht besonders anführen. 

Die Summe der hierdurch gegebenen Integrale stellt das vorgelegte 
dreifache Integral dar. Man kann also der Kürze wegen von der Aufstellung 
der Formel abstehen. Nur zwei besondere Fälle sind ausführlicher zu bemerken. 
1"*. Es sei a = 0, 6=0, c= 1, also t=^z. Dann sind die homo- 
genen Schichten-Ebenen parallel mit xy^ und es ist 

y=^(p{x,t) durch die Gleichung $(x,y) = t^ 
x = ü}{t) - - - d{x,0) = t, 

x = tp{t) - - - d(ix,x{^)) = t 

gegeben. Ermittelt man die Werthe der in der allgemeinen Formel vor- 
kommenden unbestimmten Ausdrücke, so ergiebt sich nach einigen weiteren 
Verwandlungen die bemerkenswerlhe Gleichung 

U U iü(1) 

\b(i) 
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welche jedoch schon in den auf andere Art abgeleiteten Resultaten (im 45. Bd. 
dieses Journals) als specieller Fall enthalten ist. 

2". Setzt man /(ar)==?y, ö(j:,y) = C constatU, so ist 

und es findet sich nach einigen leichten Umformungen folgende symmetrische 
Gleichung: 

2abc f^dx I ^dy f ^f{ax '\-by-\- cz) dz 



=J'"\t-a4mf)di-\-f'\t-bn?mdt-\-f\t-ci;ff{t)di 

O I) (i 

- (/"'"^Vh h-tmn df-\-f'^%n ci; - tff^t) dt 



Für das n fache Integral einer Function mit linearem Argument würde man 
2" — 1 Theil- Integrale erhalten. 

3. 
Es sei nunmehr t der Quotient zweier linearen Functionen der drei 
Veränderlichen und zwar 

. ax-\-by'\-cZ')r^ 

Die Schichten von constanter Dichtigkeit sind hier gleichfalls Ebenen 
(Fig. 2.) ; ihre gemeinsame Gleichung ist 

{al — a)x-\-{ßl — h)y'\~{Yl — c)z^tit — m = 

und sie hahen eine gemeinschaftliche Durchscbnittslinie, deren Gleichungen 
sich ergehen, wenn man / unhestimmt werden läfst. Diese Gleichungen 
sind also 

aX'\-by-\'Cz-\-m = 0, 

(tx-\'l3y'\'YZ-\-fi = 0: 

woraus sich die Coordinalen der Durchschnitlspuncte dieser Geraden und der 
Coordinaten-Ebenen finden lassen. Um TQcksichtlich der Lage dieser Geraden 
auf einen ganz bestimmten Fall sich beziehen zu können, mögen sämmtliche 
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Coefficienten als positiv betrachtet und es mag aufserdem angenommen 
werden, dafs 

sei. Dann liegt die Dnrchsciinittslinie aller Ebenen unterhalb des positiven 
Theils der xy Ebene und IriflFl dieselbe in dem Theile (-{-x^ — y)- Ferner 
entspricht die Ebene, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten geht, 
vermöge der Annahmen über die Coefficienten, dem kleinsten Werthe von t, 
welcher in Betracht kommt. Läfst man also von dieser Lage aus die Ebene 
durch den auf der Seite der positiven Coordinaten liegenden Raum sich be- 
wegen, so nimmt / fortwährend zu. 

Dies vorausgesetzt, haben die Grenzen, zwischen welchen die Inte- 
gration für die einzelnen Theile des Volumens sich zu erstrecken hat, die in 
dem folgenden Schema angegebenen Werthe: 

^T 1^ r. u- (at^a)jr4-iit — m .. u v .^. **' — »» 

Nach r, von bis — ^^ öTi y Nach ji-, von i bis — '-- ; 

pi — ü " at — a 

Nach f, von — bis — Vi — > 
Nach y, von x i-^) ^^^ i._, — —; Nach j:, von bis k(t); 

Nach /, von — bis >/, , ^ ; 
Nach y, von bis (p {Xß t) ; Nach x, von bis (o (/) 

Nach t, von — bis -%4-^; 

Nach y, von — ^ — ^ ^_h^ *^*^ ^(•**) > ^^^^ •^'» ^^" ^ *^** *(0 ' 

Nach /, von — bis ^l\ I!r ^; 
Nach 7, von Vixjt) bis ; Nach x, von ^ bis (o (t) ; 

Nach f , von — bis %\ \,,\ ; 
Nach 7, von 9 (Xj f ) bis j; (j;) ; Nach x, von bis t/; (f ) ; 

Nach /, von — bis >, , r, — ; 
Nachy, von q>(Xß t) bis x{^)\ Nach Xy von v(0 bis |; 

Nach tj von — bis ? ,' t — 
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Noch ist zu bemerken, dafs 

/ dz\ (ac — ay) x ■{■ (ßc — /^y) r + jt^g — wy 

\dtJ {yt — cY 

ist, und dafs dieser Ausdruck fär alle in Betracht kommenden Werthe von / 
stets positiv bleibt. Hiermit ist das dreifache Integral als vollständig gefunden 
zu betrachten. Der grofsen Weitläufigkeit wegen, welche die weitere Aus- 
führung haben würde, möge es bei diesen Angaben bewenden. Es ist leicht 
zu sehen, dafs hierdurch, selbst wenn x{x) und 0{x,y) nicht näher bestimmt 
sind, das gegebene dreifache Integral durch eine Summe einfacher und dop- 
pelter Integrale ausgedrückt wird. 

4. 
Nur der besondere Fall mag näher erörlert werden, wenn die obern 
Grenzen x{^)=^V> ö(^vy) = ? constant sind. Alsdann ist 

if{j,tj — -^-j^:^ , io,l) — ^^— ^j , 

"^ ' al — a ^ ^^ at — a 

Selzt man der Kurze wegen: 

am — «^ = a^ , ßm — b/^i = b^ , ym — Cfi = Ci^ 
ßc — 6^ = «1 , ya — ca = ßi^ ab — ö/9 = ^^ , 
und bemerkt, dafs die Summe der sieben einzelnen Integrale eine kürzere 
Form annimmt, wenn man dieselben in zwölf andere Integrale zerlegt, von 
welchen drei mit — und die übrigen in symmetrischer Weise mit den zwischen 
dem ersten und letzten der im obigen Schema vorkommenden Grenzausdrücke 
ihren Anfang nehmen, so findet man: 

fn ni tu 

3 fßn-i-n^M f(i)di 
ßn+M 
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I N3 /•«?+?^+^ f{i)dt r, , ,- , , ^, /•?WJ+^ /(f)rf< 

I / /3 >-J « ^3 f'^+fii+y'^-^i' f^)dl , .. , 5. j. , . .3 /'"i+ßn+yC+M f(t)dt 






In dieser, wie man sieht, ganz symmetrischen Formel sind viele specielle 
Resultate enthalten. 

Schliefslich die Bemerkung, dafs sich aus den bisherigen, so wie auch 
aus den noch folgenden Resultaten, Reductionsformeln för 4, 5, .. .-fache 
Integrale finden lassen, zu deren Ermittelung sich das geometrische Verfahren 
direct nicht mehr benutzen läfst. In dem eben betrachteten Falle z. B. braucht 
man nur eine weitere Veränderliche s einzufahren, indem man fnS'\-n statt 
m und /^-{-v statt ^ setzt, die Gröfse s sich ebenfalls in den Grenzen ent- 
halten vorstellt, so dafs diese nun x(x,s)^ 0(x,y,M) sind, endlich aber n(s) 
statt ^ setzt. Integrirt man hierauf die fOr das dreifache Integral gefundene 
Gleichung weiter nach », von bis a, so wird man eine Gleichung für das 
vierfache Integral 

finden, die durch doppelte und dreifache, nach f, s und nach t, s, x genom- 
mene Integrale, ausgedrückt ist. Ähnlich wäre der Weg, um aus den Re- 
ductionsformeln för doppelte, diejenigen fär dreifache Integrale abzuleiten. 

5. 
Es sei nun / eine ganze rationale Function zweiten Grades und zwar: 

/ = ax''-\'by'-\-cz'-\'2hxy'\-2kxZ'\'2lyz^2mX'\-2ny'\-2rz. 
Zur Vereinfachung nehme man an, die drei letzten Glieder dieses Aus- 
druckes seien dadurch weggeschafft worden, dafs man d?-f ^U9 y4'>'o9 ^-f^u 

CreUe't Journal f. d. M. Bd. L. Heft 1. 2 
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statt X , y, z gesetzt and dann Xo? Xo^ ^u der Forderung gemäfs bestimmt 
habe. Dies kann bekanntlich nar in dem einzigen Falle nicht geschehen, 
wenn :r„, /o? ^o unendlich werden, also der Ausdruck 
J = aP'\'bk^'\^ch' — abc — 2hkl 

verschwindet. Fände dieser Fall, welcher jedoch ausgeschlossen bleiben mag. 
Statt, so liefse sich das entsprechende Integral ähnlich wie in den folgenden 
Fällen behandeln. 

Es sei also 

/ = ax^-\'by'^cz^-\-2hxy-^2kxZ'\r2lyz, 

so sind die dieser Gleichung zugehörenden Flächen , je nach Beschaffenheit 
der Coefficienten, entweder EUip.so%de oder Hyperboloide, deren Mittelpuncte 
mit dem Ursprünge der Coordinaten zusammenfallen. 

Zunächst für den ersten Fall mögen die Coefficienten insgesammt als 
positiv betrachtet werden. Nimmt man aufserdem an, es sei 

ab>h\ ac>k\ boP, 

so ist die krumme Fläche (Fig. 3.) das dreiaxige Ellipsold, welches zu den 
Coordinaten-Ebenen eine solche Lage hat, dafs der zur z, y, x^Axe conju* 
girte Durchmesser des Hauptschnitts resp. in der xy, zx, y^: -Ebene zwischen 
den Halb-Axen {-{-x, —y\ (+2?, —x\ {-{-y, —z) hindurchgeht. Diese An- 
gaben sind zur Bestimmung der Grenzen hinreichend. Das entsprechende 
dreifache Integral zerfällt auch hier in tsieben einzelne Integrale, welche sich 
auf ganz ähnliche Weise wie in dem vorigen Falle finden lassen. Auch ist 
leicht zu bemerken, dafs die Theilung des Raums ganz ähnlich wie im vorigen 
Falle geschehen kann, weshalb nur noch das System der Grenzwerthe wie 
folgt anzugeben ist. Es ist zu integriren: 

Nach y, von bis _ ha-V{btMh^-ab)x*) ^^ ^^^^ ^^ ^^„ ^ ^^ ^/^. 

Nach /, von bis i7|'; 

V u AK- hx—V(,bt'\'(h^—ab)x^) ^ . ^ v.- y 

Nach y, von bis ^^ — ^y '• — -; Nach jr, von bis |; 

Nach f, von «1* bis brf^; 

INach y, von bis X{^)\ Nach x, von bis l{t)\ 

. . . _*WW:J*!zf«£2. . . „„ . 5Ji 

Nach t, von Ai/* bis tt^*-{-l,n*-\-2Hv; 



(•• 
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Nach r, von bis x(^)'y Nach jr, von bis |; 

Nach /, von ö|*+Ai?*+2ä|j7 bis c^" ; 

(Nach/, von <jp(jr,f) bis zWj Nach x, von bis w(#)) 

' - - . xW\ - - «(0 - I '' 

Nach /, von cC' bis tJ?'*+e^*+2/V^'; 

(Nach 7, von (p(x^t) bis Xi^)\ Nach .r, von tp(t) bis w(f) 

' - - . ;f(jr); - - w(/) - | 

Nach f, von ii?'*+r^"+2/Vf' bis flr+eS"*+2*|J''; 

Nach^, von <jp(j:,f) bis ;f(r); Nach x, von t/;(f) bis |; 

Nach /, von a5*+rS"*+2ftSS" bis ! «^J+^^'+^S" 

Da ferner: 

(^\ = J 

\diJ 2V{cl — {ac-'k*)j;*^2(hc^kl)xy'--(bc—l^)y^) 

ist, so folgt 

Statt der weitern Ausführung möge der specielle Fall betrachtet werden, 
in welchem die Grenzen des dreifachen Integrals constant und A=:Ar = /=0 
sind. Dann ist 

Bemerkt man aufserdem, dafs für ein negatives a, 

arcsin-r — i-rs^«^ = ^arcsin-7; — tt^ + t^ — arcsin-^T-g 5- 

— 1/( — — ) arc sin ///^ T,? «f z>>x + Const. 

ist, und formt die einzelnen sich ergebenden Integrale so um, dafs ein sym- 
metrisches, in allen Theilen reelles Resultat entsteht, so wird sich folgende 
Gleichung finden: 

2iabcJ'dxfdyf'f{ax' + by" + cz") dz 







2* 
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Hieraus ergiebt sich, z. B. wenn f{t) fOr ^ = oc verschwindet, die bekannte 
Gleichung 



6, 
Auch wenn die Goäfficienten a, b, c verschiedene Zeichen haben, 
bleibt das obige Verfahren anwendbar. Um hier alle Fälle zu umfassen, ge- 
nügt es, anzunehmen, es sei einer dieser Goöf&cienten, z. B, a, negativ und 
die beiden andern seien positiv. Auch werde h, k, l als positiv und P — bc 
als negativ angesehen. Dann ist in Folge dieser Annahmen 

Ä^>a*, ie>ac, P<:bc 

und man erhdlt, während / alle positiven und negativen Werthe durchläuft, 
alle ein- und zweitheiligen eUiptischen Hyperboloide, welche sich an einen 
elliptischen Kegel asymptotisch anschliefsen. Noch ist zu bemerken, dafs, 
vermöge der obigen Annahmen, die den Axen der y und z conjugirten 
Durchmesser der resp. in der xy^ und 0:2: -Ebene vorkommenden Hyperbeln, 
so wie der zur 2:-Axe conjugirte Durchmesser der Ellipsen in der ysr- Ebene, 
nicht in die Räume der positiven Halb-Axen fallen. 

Im Allgemeinen zerfällt das dreifache Integral auch hier in sieben Be- 
standtheile. Um imaginäre Ausdrücke zu vermeiden, mufs man bei der Auf- 
stellung der Grenzen unterscheiden, ob die Asymptoten der Hyperbeln in der 
xy- und a?«:- Ebene die Ordinaten x(^) und 0(J,0) selbst, oder nur de- 
ren Verlängerungen schneiden. Aus dieser Unterscheidung entspringen vier 
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verschiedene Fälle, welche durch die folgenden Ungleichheiten characterisirt 
werden : 

1. ar+A;t(^)H2A|;t(^)>0 und 0^+ cö(f, 0)^2*10 (f,0)>0, 

2. . - <0 . - >0, 

3. - >0 - - <0, 

4. - <o - - <0; 

wo das Zeichen ;> anzeigt, dafs die Asymptote die betreifende Ordinate selbst, 
das Zeichen <C^ dafs sie blofs deren Verlängerung schneidet. 

Von diesen vier Fällen (Fig. 4.) möge z. B. der erste etwas näher be- 
trachtet werden. Die entsprechenden Grenzwerthe sind: 

Nach 7, von bis ^-^^ — ^-^ ^ — ^; Nach jr, von y— bis |; 

Nach /, von «|* bis 0; 
Nach yy von bis ^-^ — !^ ^ — ^; Nach ar, von bis |; 

Nach f, von bis <y|*+*i7*+2&|j?; 
(Nach 7, von bis _ f^^-V(bt + (h*-ab)x*) ^^ j^^^^ ^,^ ^^^ ^ ^.^ ^^^^1 

1 - - - ;f(x) - - m - I t' 

Nach f, von ögH*^*+2Ägj7 bis Äi/%- 
Nach y, von bis X{^)l Nach jr, von bis !,• 

Nach i, von btf* bis flS*+cf"«+2*^^"; 
(Nach y, von bis x(^)i Nach jr, von bis w(0| 

Nach f, von «|»+cf"*+2*Sf" bis aS*+6i?«+er+2A|i?+2ft|S+2/i?S; 
iNach /, von bis X(^)i Nach x, von bis w(f)| 

i - - (f(x,i) - ;f(x); - . io(t) . vwi*' 

Nach f, von flr+fti?*+ef"4-2A|j7+2*gf+2/i7S bis eS^%- 
Nach y, von (pixjl) bis itC^); Nach jr, von bis ^(0'^ 

Nach /, von cC"" bis Äi/*+ef'*+2/i/^', 

Eine weitere Ausführung ist auch hier nicht nöthig. Als Beispiel möge 
jedoch der specielle Fall, in welchem die Grenzen des Integrals conslant 
und h, k, l Null sind, vollständig erörtert werden. 

iMan hat 
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und da für ein positives ^a 

ist, so wird man miUels der obigen Angaben und nach einigen nahe liegenden 
Umformungen schliefslich zu folgender Gleichung gelangen : 

II u 

1) o{» 



-/ 



Die Bedingungen, unter welchen diese Formel gilt, sind, gemäfs dem Vor- 
hergehenden, dafs a negativ af'\-bif>0^ af'\-c^>0 sei. 

Zu bemerken ist, dafs sich diese Gleichung aus der in (§. 5.) för ein 
positives a gefundenen ableiten läfst, wenn man beachtet, dafs in jener frähern 

Gleichung alle Bogen, mit Ausnahme des einzigen 'T^TZ^W\^ imaginär werden, 

theils weil der Cosinus gröfser als 1, theils weil er selbst imaginär wird; dafs 
ferner, wo t = brf als Zwischenvverlh der Grenzen sich zeigt, der Cosinus 
unendlich grofs wird und dabei sein Zeichen ändert. Zerlegt man dann die 
zwei Integrale, bei welchen Dies der Fall ist, mit Rücksicht auf diese Be- 
merkungen, in zwei andere und verwandelt die imaginären Bogen in reelle 
Logarithmen, thut das Gleiche auch bei dem letzten Gliede der Formel (§. 5.) 
und dividirt schliefslich die ganze Gleichung mit ]^— 1, so wird man die Formel 
fär ein negatives a, übereinstimmend mit der obigen, finden. 
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7, 
Wenn in dem Argumente / die Quadrate der Veränderlichen fehlen, 
also a, b, c Null sind, so werden die eben gefundenen Resultate unbrauch- 
bar und es ist eine directe Bestimmung nöthig. 

Es sei also 

/ = axy'\'bxZ'\-cyz. 

Die Fläche (Fig. 5.)? welcher diese Gleichung angehört, ist, wenn man a, h, c 
als positiv betrachtet, so lange / positiv bleibt, das eintheilige elliptische Hy- 
perboloid, welches einer Kegelfläche asymptotisch sich nähert, deren Spitze 
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt und von welcher die Coordinaten-Axen 
drei Erzeugungslinien bilden. Wird / negativ^ so giebt die Gleichung das 
zweitheilige Hyperboloid, welches, innerhalb jenes Kegels liegend, sich dem- 
selben ebenfalls asymptotisch anschliefst. Läfst man also / alle positiven und 
negativen Werthe durchlaufen, so entsteht ein System von Flächen, welche 
den ganzen unendlichen Raum ausfüllen; wovon jedoch nur Theile der zwei- 
theiligen Hyperboloide in den hier zu betrachtenden Raum der positiven Co- 
ordinaten fallen. Dieselben zerlegen diesen Raum in vier gesondert zu be- 
rechnende Theile, deren bezügliche Grenzen sich wie folgt erstrecken: 

^Nach/, von bis;f(j:); Nach jr, von bis | 
. . . q>{x,iy, - 

- - h -^(^^' 

. - -x{^)\ 

- - . qp(^,0; - 

ax ^^ ^ 
I - - .;f(j'); 
( - - - q){x,iy, - 

- (p(x,t) - x{^)\ 
Ferner ist: 

dS = jjbog {bx -f cy) + Consl.) dx. 

Die weitere Ausführung möge z. B. auf den Fall bezogen werden, in welchem 
die Grenzen des dreifachen Integrals constant sind. Dann ist: 

^ ^ an ^^ ^ an-\'b^ 



a>{t) - r 


Nach/, 


von bis elf ^': 


1 -m) 






V(0 - 1 1 






«(0 - V(')l. 


_ 


- crf5 - aiti; 


s -m) 






V(0 - 1 |. 
u,{t) - W) ' 


- 


- ain - bt^"; 


W) - 1; 


- 


- *l£" - aiv+biC-^cnS. 
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ferner, wenn a und ß positiv sind: 
/log {ax''\-ß)dx = a?log(aa7'4 /3)4-2|/^arclg(j?|/-|.) — 2j?-f Consl. 

Mitteis dieser Angaben erhält man, nach einigen Reductionen, die symme- 
trische Gleichung 

f dx I '^dy j ^f{axy -}- bxz -f cyz) dz 

■YJ n')\c^o% ubl'^ct Tft'Og acri*-\-bt Ta'°» Ä^^^+^f 

Sind die Grenzen |^ 7;^ ^ insgesammt unendlich, so heben sich die 
loyarithmischen Ausdrücke gegenseitig auf und es bleiben nur die Bogen-- 
gröfsen übrig, von welchen jede einzelne sich auf \n reducirt. Man findet 
also, wenn f{t) für / = oo verschwindet: 

f^ dxf dyf^ f{axy\bxz\cyz)dz = Jl^J^f{t).^iM. 

o u 

Vergleicht man diese Formel mit der am Schlüsse von (§. 5.) ange- 
führten, so zeigt sich noch, dafs unter den jetzigen Voraussetzungen 

dxj dyj f{axy\hxz\cyz)dz^=\ I dxl dyj f{ax^\by^\c%).dz 
I) 

ist. Wie zu verfahren sei, wenn einer der Coefficienten a, b, c negativ ist, 

bedarf keiner besondern Auseinandersetzung. 

8. 
Wenn das Argument t der Quotient zweier Functionen zweiten Grades 
von X, y, z ist, so entspricht der Gesammtheit aller Werthe von / ein System 
von Flächen zweiter Ordnung, welche sich, im Allgemeinen, in einer räum- 
lichen Curve vierier Ordnung schneiden. Die Gleichungen dieser Curve er- 
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geben sich, wenn man Zähler und Nenner von t, jeden för sich, gleich Null 
setzt. Wie leicht zu erachten, ist diese Curve sehr oft imaginär oder liegt 
im Unendlichen, oder hat auch nur eine einzige reelle Projection. Die Unter- 
suchung der solchen Argumenten entsprechenden Integrale ist sehr weitlduftig 
und die Resultate werden überaus complicirt. Als Beispiele wollen wir die 
folgenden besondern Fälle näher betrachten. 

Es sei 

ax*'{'br^-\'CZ^-^m 

und darin seien alle Coefficienten positiv und aufserdem sei 

a^ ß^ r^ t^ 
Dann stellt die Gleichung: 

wenn man t (Fig. 6.) von dem Werthe — an wachsend annimmt, eine Reihe 

von Flächen dar, welche fflr / = — mit dem Puncle anfängt, in das drei- 

axige Ellipsold flbergeht, für / = — einen zur 2:-Axe parallelen elliptischen 
Cylinder und dann das eintheilige Hyperboloid giebt, welches sich für ^ = -5- 
auf einen zur y-Axe parallelen hyperbolischen Cylinder reducirt. Von hier 
an geht die Fläche in das zweifheilige Hyperboloid über, welches für 1 = — 
im Unendlichen mit der J!7-Axe zusammenfällt. Während also / alle Werthe 
von — bis — durchläuft (und andere können nicht vorkommen), entstehen 

fA et 

Flächen, welche den ganzen unendlichen Raum ausfüllen. Die Dufchschnittslinie 
aller dieser Flächen ist, unter den zu Grunde gelegten Annahmen, imaginär. 

In dem besondern Falle, wenn m und fx Null sind, gehen die Flächen, 
von welchen oben die Rede war, in Kegelflächen über, deren Spitze im 
Anfangspuncte liegt und deren Axe die .r-Axe ist. Und zwar reduciren sich 

dieselben, unter den obigen Voraussetzungen, für t = — auf die or- Axe, sind 

fflr die folgenden, kleineren Werthe von t elliptische Kegel und für ^ = -j 

zwei sich in der y-Axe schneidende Ebenen. Für noch kleinere Werthe 

Crelle's Joarnai f. d.M. Bd. L. Heft 1. 3 
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von t entstehen hyperbolische Kegel, welche sich schliefslich fQr t = — auf 
die z-hxQ reduciren. 

Dies voraasgesetzt, sind die Grenzwerthe der sechs einzelnen Theile, 
in weiche das entsprechende dreifache Integral zerfallt, wie folgt zu nehmen: 
Nach y, von bis (p{x,t); Nach x, von bis u>(t); 

Nach /, von - bis ^^Frp^J 

|Nach y, von bis xi^)\ ^*<^h x, von bis ^(t)\ 

( _ - - 9)(x,«; - - V(<) - «(<)'' 

Nach / von ^'^'+^^" bis ^^•+^»?'4-rr . 
nach /, von ß^tj^^^n fis «|'-f-^,«+y^' 

, |Nach y, von bis xi^Yi N"** jr, von bis | 

I . - - (p(x,t); - - I - «>(<) 

Nach ^ von v, , z, . i \t his r, 7 ?,,« ; 
Nach 7, von bis';if(x); Nach x, von bis |; 

Nach «, von "|.j;^'g„. bis j; 



INach y, von bis xy — ^ . ; 
- - ;t(-r); 



Nach j:, von bis *{<)(. 

- m - 1 1' 



Nach f, von ^ b« ^gj^; 



Nach y^ von bis xV — ^ .. ; Nach o-, von bis ^; 



Ferner ist: 



Nach /, von :, ^ , bis — 
/fife\ __ (ac — ay) jr* + (/?c — by)y^ 



Um daraus dS in reeller Form zu finden, mufs man bei der Integration nach y 
unterscheiden, ob / <; oder :> -j ist. Im ersten Falle findet man logurüh- 
mische, im letztern Ifoy^n-Ausdrflcke. 

9. 
Für die eben betrachtete Gleichung: 

(,at — a)x' -{-{ßt— b)y' -{-{yt — €)%"-{- fit — m = 

wollen wir die Voraussetzungen dahin abändern, dafs nun m und // negativ 
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und aufserdem 

sein soll. Alsdann existirt in der That eine gemeinschaftliche Durchschnitts- 
iinie aller Flächen. Die Gleichungen derselben sind: 

ax'^ßf^yz'-]-^. = 0. 

Wenn man hieraus die Gleichungen zwischen je zwei der Veränder- 
lichen ableitet, so findet sich, dafs die Projection jener räumlichen Curve, 
auf xy Theile eine Ellipse, auf xz Theile eine Hyperbel und auf zy, eine 
vollständige Ellipse ist. Diese drei Curven sind zugleich die Leitlinien von 
Cylinderflächen, deren Axen beziehungsweise die Axen der 2-, y, x sind. 

Wegen des Verlaufes aller, den aufeinander folgenden Werthen von / 
entsprechenden Flächen genügt die Bemerkung, dafs man für — oo<;/<C — 

und für — <Zt<i-\-oo dreiaxige EUipsolde; für / = — den bemerkten zur 

«-Axe parallelen Cylinder; für — < '< "ä" eintheilige £fy/?«rÄo/olrf«» (deren 

imaginäre Halb- Axen in der «-Axe liegen) und für ' = -^ den schon er- 

wähnten, zur y-Axe parallelen Cylinder erhält; dafs ferner für -ö"<'< — 

P r' 

zweitheilige nach der o:- Axe sich öSnende Hyperboloiden; für / = — ein ellip- 

i'ischer Keyel (dessen Spitze im Anfangspunct liegt); für —<Ct<C— wieder 

fi et 

eintheilige Hyperboloiden (deren imaginäre Halb- Axen in der J7-Axe liegen) 
entstehen; und endlich dafs für /= — der bereits genannte, zur or-Axe 
parallele Cylinder zum Vorschein kommt. 

10. 



Ist 



. ajTY+bxZ'^'Cyz 



axy'{-ßxZ'\-yyz ' 

so sind die allen möglichen Werthen von / entsprechenden Flächen insge- 
sammt Kegelflächen, welche sich in den durch die beiden Gleichungen: 

uxy'\- bxz -f cyz = 0, 

axy'\-ßxz-\-yyz = 

gegebenen Linien schneiden. 

3» 
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Es ist leicht zu sehen und nicht näher auszufahren nöthig, dafs diese 
Gleichungen vier gerade Linien (Fig. 7.) darstellen, von welchen drei die 
Coordinaten-Axen seihst, während die Projections-Gleichungen der vierten 

{aß — ab)x-\- {ay — ac)y = 0; (*y — /9c)« -f {Jba — ßa)x = 0; 

{ca — ya)y -f {cß — yb) z = 

sind. Ferner sieht man aus der Gleichung der Flächen: 

{at — a)xy'\'{ßt — b)xZ'\-{yt — c)yz = 0, 

dafs sich dieselhen für / = -j-5 — , — jedesmal auf zwü Ebenen reduciren, 

wovon eine durch jene vierte Gerade und beziehungsweise durch die z, y, x-Axe 
geht und die andern mit der xy, xz, ys;- Ebene zusammenfällt. Die krummen 
Flächen reduciren sich also sechsmal auf Ebenen und stellen die Gesammtheit 
2\\qv, Kegel flächen zweiter Ordnung dar. welche durch vier, im Anfangspuncte 
sich schneidende gerade Linien gehen. Die ausführliche Aufstellung der Re- 
sultate findet jedoch hier nicht Raum. 

Aufser den bisher für t angenommenen Ausdrücken lassen sich noch 
beliebig viele andere irrationale und transcendente bezeichnen, für welche sich 
die Reduction des Integrals allgemein darstellen läfst und auf welche das bis- 
herige Verfahren anwendbar bleibt. Hier möge nur des Falles Erwähnung 
geschehen, in welchem 

/ = ae'''''\-be^y-\-cey^ 

ist. Die dieser Gleichung angehörige transcendente Fläche kehrt, wenn alle 
Coef&cienten positiv sind, ihre geschlossene Seite dem Räume der positiven 
Halb-Axe zu und gehl für t=a^b\c durch den Anfangspunct. Für kleinere 
Werthe von / liegt kein Punct der Fläche mehr in jenem Räume. 

Die Aufstellung des Systems der Grenzwerthe und der Reductionsformel 
hat keine Schwierigkeil. Nimmt man z. B. an, die obern Grenzen des drei- 
fachen Integrals seien insgesammt unendlich, so erhält man nur ein einziges 
Integral, welches wie folgt zu nehmen ist: 

Nach X, von bis -jlog ^ ; Nach x, von bis —log ; 

Nach /, von n-f ^4"^ ^'^ ^• 
Da ferner 



T— ^ = 1.— i— 



ber^y 
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ist, so geht das dreifache Integral in 






über, oder man erhält nach einiger Transformation, und wenn man dann auch 
die Integrationsfolge ändert: 

P dxf^dyPf{ae^'' -\- be^y -f ce^') dz 



u 



«/?r»/ . '^ ^ U , {z — a)(iA-a — z) ^ bc 



*/*y»^ r '^ y. iz — a)it'\-a — z) 



= .i/'^.'««'-^±^^/"A- + *+c + '+.)i 



l// 



Dafs die Integrale rechts, wie nach a^ ßy y, so auch nach a, b, c 
symmetrische Functionen sein müssen, versteht sich, geht übrigens auch aus 
den Gleichungen (A §. 1.) hervor, wenn man sie auf das durch die oben 
angegebenen Grenzen (nach y und x) bestimmte Doppel - Integral anwendet. 
Diese Symmetrie läfst sich übrigens auf ahnliche Weise darstellen, wie z. B. 
diejenige des einfachen Integrals 

/•' dz 

ohne dafs die Ausführung der Integration nöthig wäre. 



11. 

Aus den oben angeführten Reductionsformeln unseres dreifachen In- 
tegrals mögen noch die folgenden speciellen Resultate abgeleitet werden. 

Es sei Ä== J = ^, a = ß = y und f{t) = e'~\ so ergiebt sich, mit 
Rücksicht auf die bekannten Formeln, 

die sehr bemerkenswerthe Gleichung 

welche sich jedoch auch durch ein anderes Verfahren erlangen läfst. Setzt 
man hierin ak, bk, kz statt a, b, z und reducirt, so erhält man weiter: 

y**5^'^S ^^ + ^) (^ + *) = «^'■^^^* {H C^-"* li («'") - log ab . li (^-<«+^>*)}. 



22 ^« Wincklerß über die Reduciion dreifacher Integrale auf Quadrat ureti. 
Durch tbeilweises lotegriren und mit BerOcksichtigung der Gleichung 

y*^-*^log(j?4-Orfar = yCIogc — «'*Ii(«-^*)) 
ergiebl sich hieraus noch folgendes Resultat: 

==(l-|-l0g«l0gÄ)l0g(tf+*) — ö-<-+^>*{li(€?-''*)li(4f-^*)-f (1-logöÄ) 

U. s. f. 

12. 
Fugt man dem f{t) noch eine vollständig gegebene Function von x,y, *z 
als Factor bei^, so erleiden die Grenzen, welche, wie man weifs, aus der Be- 
schafTenheit des Arguments / ihre Bestimmung erhalten, keinerlei Änderung, 
während jedoch die betreffenden Reductionsformeln eine beträchtliche Ver- 
allgemeinerung erfahren. Da das Verfahren dasselbe bleibt, wie bisher, so 
möge nur der Fall berührt werden i» welcher sich auf die lineare Form des 
Arguments (§. 2.) bezieht und wo der Einfachheit wegen angenommen werden 
mag, die Grenzen des dreifachen Integrals seien insgesammt constanf. Die 
entsprechende Gleichung kann entweder durch Umgestaltung der in (§. 2.) ge- 
gebenen Grenzen, oder, was noch bequemer ist, mit Rucksicht auf die in (§.1.) 
angeführte Transformations-Gleichung (A), unmittelbar aus der (Fig. 8.) ab- 
gelesen werden, wo der Raum so abgetheilt ist, dafs das Resultat sogleich 
in seiner symmetrischen Form sich zeigt. 

Bei den vorliegenden Betrachtungen besteht überhaupt ein wesentlicher 
Nutzen der geometrischen Repräsentation darin, dafs sich sogleich aus der 
Figur abnehmen läfst, welches die einfachste und eleganteste Darstellung des 
entsprechenden Integrals sei. Insbesondere entspricht einer symmetrischen 
Figur immer auch ein symmetrischer analytischer Ausdruck. Setzt man zur 
Abkürzung: 

SO ergiebt sich 



/. Winckler, über die Reduction dreifacher Integrah auf Quadraturen. 23 







^Tf''r{f)dlf " dxf ' Yix,%)dz 



7 



Das letzte Glied hat hier keine symmetrische Form, aber es wäre leicht, 
demselben mittels der Gleichung (^. des§. 1.) eine solche Form zu geben; 
wobei es jedoch durch drei dem Werthe nach gleiche Integrale ausgedrückt 
werden würde. 

13. 
Als Beispiel für diese Formel wollen wir 
F(x, y, z) = ««^-^'^y+y^ 
setzen. Führt man die Integrationen aus und setzt zur Abkürzung: 

ßc — Jy =r öl , ya — ca^=bi^ ab — a/? = Ci , 
so wird sich folgende Formel finden: 

f^dxf'dyf'fiax + *r + cz) . e^^+^y^r^ dz = 

ü 

i i pal ±f phn Af Pcti Li i 

-■^WJ /"(O«" dl^bhj nnef dt+ccj nne' dt\ 

* * * ^ U ' 

* M 6»; 67+cC cC I 

^Mf A')* ' *"-/ A')* ' *+y A')* ' ''4- 
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Es sei hierin ^=:?y = ^=oc, so folgt: 

r dxH dy r f{ax\hy\ cz) e^^'-^^y^Y^ dz 



= iah-aß)(ac^ar)J ^^'^^" ^^'^ (ßa-ba)(ßc-by)J ^^'^^^ ^' 

+ (ya—ca)(yb-^cfi)J ^^'^^^ *• 

Ändert man die Zeichen von a, ß, y und sieht dann die Coefficienten als 
positiv an; setzt ferner 

und bemerkt, dafs sich dann die drei Bestandtheile der Formel durch Integral^ 
Logarithmen ausdrücken lassen, so ergiebt sich: 



r d, r dy r.^^fipi-i^ 

U I / I I 

« . « V f^ ß y y 



{ab—aß)(ac'-'ay) ' (ßa--ba)(ßc—by) ' (ya— ca)(y6— r/9)|* 
Für ein zweites Beispiel sei: 

AO = '". 

Erwägt man, dafs, wenn wieder a, /?, y negativ angenommen werden, 
die drei Integrale der allgemeinen Formel sich auf 

f^Ve-'dt = l\n\\) 

reduciren lassen, so wird sich alsbald die folgende Formel finden: 
r dxT dyPi^ax \hy\ c«)''«-(«'+/^y+y^>rf2r 

u u u 

^''+'^ «(aÄ~«/y)(ac?— ö;/)Va/ "1 {^ßa^ba){ßc—byy^ßJ '^ (ya-ca)(yb'-cß)\y J )' 
Endlich setze man noch: 

m =log(/+r/i) 
und nehme wieder an, es seien a, ß, y negativ. Dann findet sich die 
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Gleichung: 

ü ^' 

a^ ^a ß_ ß y y 

((aft— a/?)(ac— ny) V«/ ' (ßa — ha)(lic~by) \ß)'^ (yb — cß)(ya—ca) \y) \ 
ü. s. w. 

14. 

In der allgemeinen Formel (§. 12.) werde ferner 

gesetzt. Dann ist, wenn ai, 6|, C| dieselbe Bedeutung wie oben behalten: 
_L .^ ) /■"S +t'? /(<)</< _ pi +bi+cj fit) dt , roj +'i f(t)dt > 

+ A.c. (j/ («(+a^-c.J7)'-* ^^^.(«<+a^— c.i7+6,D'-' +/ M+aAt+A.Ö""*' 
4 Uli I f'"'+_2_f(t)dt__ _ fi +'"i+'-^ f(t) dt , /•" ^ftg fit) dt \ 

Ist hier f = ?; = ^ = oo, so erhält man : 



(o6 — aß)(ac 



-ar)J (at^aii)"-^ T (ßa-ba){ßc-by)J^ ißt+bf*)"-' 



(ra—ca){rb—cß)J (y<+c/*) 



rj{i)dt_ 



U 

Für die Werthe 1 und 2 von n werden diese Formeln unbrauchbar und die 
Reduction mufs auf directe Weise geschehen. 

Setzt man in der letztern Gleichung 
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und beachtet, dafs 

ist, so zeigt sich vor Allem, dafs das dreifache Integral einen endlichen Werth 
hat, wenn 

ii>3 und m<in — S 

ist, und man findet unter dieser Voraussetzung folgendes Resultat: 
j axj ayj (^^^^^_^^^^^^. az 

^n-m-3 (n— i) (n—2)I\n — 2)1 (ab— aff)(ac—ar)\aJ 



ß 



^by)\ß) ' {ya—ca)(yb—cß)\y^ >' 



^ (ßa—ba)(ßc 
Das analoge Resultat för das doppelte Integral ist: 

Endlich werde noch angenommen, es sei: 

m = er\ 
Unsere Formel liefert dann wieder drei einfache Integrale für das ent- 
sprechende dreifache Integral. Da aber nach einer allgemeinen Formel von 
Cauchy 

J V >y {ax-^rßy^-yzJriJ^r T(h)J (at+a)(ßt^b)(yt^c) 

ist, so ergiebt sich, durch Vergleichung beider Resultate und nach einigen 
Umformungen der resultirenden Gleichung, folgende bemerkenswerthe Relation: 

(ab—aß)(aC'-ay)J («s+ci)"-*! 

J {az^a)(ßz^b)(yz-}rc)~ n(n-\)k-'''' ^+ ißa-ba){ßc-by)J (ßz+by-W^ 

■ {ya—ca)(yb—cß)J (ya+c)"-* | 
mittels welcher sich das Integral links, wenn n eine positive ganze Zahl ist, 
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insofern finden läfst, als 

durch partielle Integralion auf Integral -Logarithmen zurückgeführt werden 
können. 

15. 
Eben so leicht wie in den bisherigen Fallen werden sich auch die 
Reductionsformeln herstellen lassen, wenn für F{x, y, z) einer der Ausdrücke 

co^{lx -\' X)cos{my -{- fi)cos{nz-\-v) ^ \og{lx-\-l)\og{my-\'ix)\og{nZ'\-v)^ 
cos{ax-\-ßy'\-yZ'\-ti), 

gesetzt wird. Es finden sich dadurch jedesmal neue Resultate. 

Sind die Grenzen des dreifachen Integrals unendlich, so lassen sich, 
den früheren Erörterungen zufolge, leicht allgemeine Gleichungen aufstellen, 
welche die meisten der bisherigen Ergebnisse als specielle Fälle enthalten. 

So erhält man z. B., mit Berücksichtigung der Gleichung (^A. §. 1.), 
sogleich: 

r dxp dy r f{ax\by\cz)F{jc,y, z)dz 





U 
y-n.r 



= \/"f{t)dtfdxf ' F(:r, z)dz. 

II 

Ferner ist, wenn man 

F{x,y,—i{t — ax'' — bf) = ?{x,y) etc. 
setzt: 

rdxPdypfiax" -f bf^cz')F{x, y, z) dz 

(I i) u 

Es wäre leicht, den hierbei zu Grunde liegenden Satz allgemein zu 
formuliren. Nur müssen, wie sich versteht, die Functionen f und F oder, 
im Allgemeinen wenigstens, ihr Product ins Unendliche abnehmen, wenn die 

4* 
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Veränderlichen ohne Ende wachsen. Ähnliche Formeln erhält man auch für 
doppelte Integrale. 

16. 
So viel mir bekannt, hat man sich mit der Reduclion dreifacher Inte- 
grale, bei welchen die Function von zwei getrennten Argumenten abhangt, 
bis jetzt nicht beschäftigt. Die Reduction ist in sehr vielen Fällen ebenfalls 
durch ein geometrisches Verfahren ausführbar und die Resultate übertreffen 
alle bisherigen an Allgemeinheit. Um den Gang in Kürze zu bezeichnen, 
seien / und r die zwei gegebenen Ausdrücke in x, y, z, von welchen die 
Function abhangt. Da sich für jeden Werth von i und r unendlich viele 
Werthe von x, y, z augeben lassen, so lassen sich / und r als die Para- 
meter zweier krummen Oberflächen betrachten, deren Durchschnitt im Allge- 
meinen eine Curve von doppelter Krümmung ist. Ändern sich nun jene 
Gröfsen um dt und dx, so entstehen zwei weitere Flächen, welche mit den 
beiden früheren ein Element des Raums von unendlich kleinem Querschnitte 
einschliefsen , welches man, um seine Gestalt zu bezeichnen, etwa ein ge-- 
wundenes Prisma nennen könnte. Schneidet man dasselbe durch eine mit 
xy parallele Ebene, so ist der Schnitt ein kleines Parallelogramm, welches 
sich in seiner natürlichen Gestalt auf xy projicirt und welches, mit dz mul- 
tipUcirt, das Volumen der unendlich kleinen Schicht jenes Prisma's giebt. Der 
Inhalt des Parallelogramms läfst sich allgemein ausdrücken, so dafs sich für 
das genannte Volumen 



±i(£)®-©(£)k'*^^ 



findet. Um hieraus das prismatische Element abzuleiten, ist zuerst nach z 
zu integriren, und zwar zwischen Grenzen, welche sich aus der Lage der 
Puncte ermitteln lassen, in welcher das Element die, durch die Grenzen des 
Integrals bestimmten Theile der Oberfläche des ganzen Raums trifll. Man 
integrire hierauf nach f, wobei r constant bleibt, und dann schliefslich nach r, 
jedesmal innerhalb der Grenzen, zwischen welchen der zu berechnende Be- 
standtheil von den nämlichen Linien oder Flächen eingeschlossen bleibt, so 
wird man die einzelnen Integrale erhalten, aus deren Summe das dreifache 
Integral besteht. Die Zahl dieser Theile, welche sich im Allgemeinen nicht 
weiter vereinigen lassen, beträgt im Allgemeinen wieder sieben. 

Um diese Bemerkungen auf einen bestimmten, möglichst einfachen 
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Fall anzuwenden, setzen wir zwei lineare Ansdrücke t und r und nehmen 
die Grenzen des Integrals als constant an. 

Die sich schneidenden Flächen 

/ = ax -\- hy -{-cz, r = ax -]- ßy^-\-y*z 

sind also Ebenen, und der zwischen je vier auf einander folgenden Ebenen 
dieser Art enthaltene Raumtheil ist ein gerades Prisma. 

Wenn man nun^ um sich hinsichtlich der Lage jener Ebenen auf einen 
ganz bestimmten Fall beziehen zu können, annimmt, es seien alle Coefficienten 
positiv und es sei aufserdem: 

so hat eine unendlich dünne Schicht des Prisma's: 



^^^drdldz. 



aß — ab 



also das Prisma selbst: 



4^(« + ConstOrfTrf/ 

aß — ab ^ ' 



zum Ausdrucke. 

Das dreifache Integral kann in dem vorliegenden Falle nicht durch 
weniger als sieben Doppel-Integrale ausgedrückt werden, deren geometrische 
Darstellung man findet, wenn man, wie in (§.2.) parallele Ebenen (t) durch 
die daselbst angegebenen Eckpuncte des parallelepipedischen Raumes (^^ ri, l) legt. 

17. 

Die obigen Annahmen rQcksichtlich der Coefficienten haben zur Folge, 
dafs die Ebenen der beiden Systeme {t und r) die positiven Halb-Axen der 
X, y, z schneiden und dafs eben so die Projection ihrer Durchschnittslinien 
auf xy die beiden entsprechenden positiven Halb-Axen schneidet. 

Die Bestimmung der Grenzen ist oben im Allgemeinen bezeichnet 
worden; siehst etwas beschwerlich, ohne jedoch schwierig zu sein. Eine 
detailirle Ausführung derselben würde zu umständlich sein, während sich die 
Grenzen-Ausdrucke, bei Benutzung einer richtigen Figur fast ohne Weiteres 
hinschreiben lassen. 

Indem wir also das Weitere fibergehen und uns auf das Endresultat 
beschränken, möge nur noch die Bemerkung ihre Stelle finden, dafs sich das 
System von Werthen, wie es sich, unter Beibehaltung einer und derselben 
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Aufeinanderfolge der Veränderlichen aas der Figur ergiebt, leicht in ein an- 
deres transformiren läfst, wobei der Reihe nach jedesmal eine andere Ver- 
änderliche eliminirl ist, und wodurch die Theile des Integrals eine symme- 
trische Form bekommen. Der letztere Umstand ist um so mehr zu beachten, 
da die Symmetrie der Formeln, hier, wie in den früheren Fällen, das sicherste 
Mittel zur Prüfung der Rechnung abgiebt. 
Setzt man wieder zur Abkürzung: 

ßc — by = Ui , ya — ca = h^^ ab — aß = Ci^ 

so lindet man schliefslich folgende Gleichung: 

/ ^dx pdyjf{ax ^ by -|- cz, ax -f- ßy -\- yz) dz 

11 o 

a 6_ 



* * 

Wenn f^f/r) so schnell abnimmt, dafs für | = ?; = ^=oc die Inte- 
grale, bei welchen diese Gröfsen in den untern und obern Grenzen zu- 
gleich vorkommen, der Null sich nähern, so reducirt sich das dreifache Integral 
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auf die drei ersten Doppel-Integrale und man erhält: 

/"** /'** Z'* 

/ dxj dyj f(^aX'\'by-\'CZ,ax-\-(iy-\'yz)dz 



b 



J J (ab — a(t)(ae—ar) '/ / (ßa—ba)((ic—br) 

'y / (ra—ca)(yb—cß) 

Formeln dieser Art lassen sich auch noch fOr viele andere Formen 
von / und r finden. Sofern es sich aber um eine explicite Darstellung der 
Reductionsformeln handelt, werden die Resultate so weitläuftig, dafs sie sich 
hier zur Mittheilung kaum mehr eignen. 

Zum Schlüsse noch die Bemerkung, dafs frühere Andeutungen, so wie 
die Resultate selbst, sehr leicht auf die Bildung der entsprechenden 4, 5, ... /i- 
fachen Integrale führen. 

BrOnn, 3 August 1853. 
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2. 

Bemerkungen über einige Formeln der Geodäsie. 

(Von Herrn Dr. A. Winchler, k. k. Professor in Bränn.) 



JLfie folgenden Artikel bescbäftigeii sich: 

Erstlich mit der Ermittelung des Betrages, um welchen, bei Annahme 
der gewöhnlichen Hypothesen, die scheinbare Zenithdistanz eines terresterischen 
Objects in Folge der atmosphärischen Strahlenbrechung von der wahren Zenith- 
distanz abweicht; 

Zweitens mit der Berechnung der Höhen solcher Objecte aus einem 
Näherungs- Ausdrucke, in welchem auf die Refraction und auf den vollstän- 
digen Einflufs der ErdkrOmmung Rücksicht genommen ist. Endlich: 

Drittens mit der kürzern Herleitung einer bekannten Formel für die 
Inhalte kleiner sphärischer Dreiecke. 

1. 
Um den Betrag zu ermitteln, um welchen wegen der Refraction die 
beobachtete Zenithdistanz corrigirt werden mufs, werde ich von der Gleichung 
der Refractionscurve Gebrauch machen, welcher dasjenige Gesetz der bre- 
chenden Kraft in den auf einander folgenden Schichten der Atmosphäre zu 
Grunde liegt, welches zu der bekannten, bei terresterischen Höhenbestimmungen 
ausschliefslich in Anwendung kommenden Formel führt. 

Der Übersicht wegen mbge zunächst die dieser Hypothese entsprechende 
Gleichung der genannten Curve, jedoch auf etwas einfacherm Wege als sonst 
abgeleitet werden. 

Es seien zu dem Ende in (Taf.2. Fig. 1.) A und A^ zwei innerhalb 
der Atmosphäre liegende Puncle der Lichtcurve. 

R und jR| die Halbmesser der entsprechenden Luftschichten. 

H = Ri — R die Höhendifferenz der beiden Puncto. 

u der Winkel am Erdcentrum, welchen R und jR^ einschliefsen. 

z und Zi die scheinbaren Zenithdistanzen der Puncto Ai und A. 

Jz und Jzi die wegen der Refraction daran nöthigen Correctionen. 

(ß^=JZ'\-Jzi=^i6&''\-u — {Z'\-Zi) die Gesammtwirkung der Refraction. 

r der Radiusvector, r der Polarwinkel irgend eines Punctes der Curve. 
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i der Einfallswinkel des Lichts und l der Brechungs-Exponent in diesem Puncte. 

k die Refractionsconstante. 
Das Grundgesetz der atmosphärischen Strahlenbrechung wird dann durch die 
Gleichung : 

y-sini = A 

ausgedrückt, wo A eine gewisse Constante bezeichnet. 

Die Beziehung zwischen l und r werde, wie bemerkt, durch die 
Gleichung 

l = Br' 

festgesetzt, wo B eine weitere Constante bezeichnet. 
DiiTerentürt man nun die Gleichung : 

sini = AB.r^'^ 

logarithmisch, so erhält man: 

• cotgi.Ä = (Ä— 1)— . 

Verbindet man diese Gleichung mit der für jede Curve bestehenden Relation 

-— = colgi.dv, 

indem man r eliminirt, so ergiebt sich: 

di = (k-i)äv, 
und durch Integration: 

f = (Ä— l)t?-f Consl. 

Um die Constante wegzuschaffen, setze man r = 0, wofür i = z ist, so hat man: 

t = (Ä—l)t?-f An- 
wendet man diese Gleichung auch ifoch auf den Punct A^ an, für 
welchen r = ti und 1=180 — z ist, so erhält man: 

180 — «1 = (Ä-l)ti + « 
oder, da 

180+ti — («4-a:i) = (f 

ist, so wird nun die Refraction durch die Gleichung: 

() = Jz-\-Jzi = ku 
gefunden. 

Um endlich den auf /tz und Jzi kommenden Antheil Von ku zu be- 
stimmen, benutzen wir, wie bereits erwähnt, die Gleichung der Curve. Die- 
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selbe ergiebt sich sogleich aus der obeo angefahrten Relation 

— = coXgi.dv, 
wenn man darin den für t gefundenen Werth einfahrt; nämlich wie folgt: 
logr = lco\g(Z'\-{k — \)v^.dV'\-Coxis\. 

Und wenn man die Integralion ausfahrt, und die constante dadurch eliminirt^ 

dafs man die Gleichung auf den Punct A anwendet, far welchen r = und 

r = R ist. so erhält man: 

1 

\ s'inz 1 ' 

welches nun die Gleichung der Refractiowfcurve ist. 

Wendet man dieselbe auch auf den Punct Ai an, fttr welchen v = u 
und r = Ri ist, so ergiebt sich : 

[^-^j .sin(«— (1 — Ä)ti) = sin«?. 
Zur Abkärzung sei 



so findet sich: 



-j^ = 1 -f -ß- = ö nnd l — k = n. 



ar sin nu 

iangz = — T 

o 1 — a" cos nu 



Erwägt man weiter, dafs sich aus dem Dreiecke ACAi die Gleichung 

-^^•8in(c4"^^ — •*) = s\n(Z'{-Jz) 

finden läfst und dafs hieraus: 

/ I ^ \ asifitf 

®^ ' ^ 1 — acosu 

folgt, so gelangt man zu dem folgenden bemerkenswerthen Ausdrucke: 

. . a^sinnti . asinti 
Jz = arctang-% — — arctang-^ • 

Ohne auf eine weitere Discassion desselben einzugehen, mag nur er- 
wähnt werden, dafs, da 

«=!-« = « 

immer der kleinste, darin vorkommende ZaUenwerth sein wird, die Ent- 
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Wickelung der Correction Jz nach Potenzen von a fQr den vorliegenden Zweck 
hinreichend isL 

Setzt man daher zur Abkürzung 



so ist: 



woraus 



also 



^ . a" sin nii 

An = aretang^i ^ 

^ i — a''coswM 

dAn n(l-f «)"""' sin nti 

da l_2(1-|-a)"cos/m4-(l-j-o)2" 

Oo = l^cotg^ni/. 



folgt. Wollte man die Entwickelung noch um ein Glied weiter fortsetzen, 
so wäre für dasselbe 

(^). = 272Cos(45"+««)cofgi«». 
Aus der iU/ic-LatirtVscben Formel folgt also: 

Jz = 1(1— n)ti-|-i«(^cotgj^nti — cotg^ti)-f ••• 
Das dritte Glied rechter Hand ist, wegen des Factors a^ und weil der andere 
Factor mit der ersten Potenz von u beginnen wflrde, nicht mehr zu be- 
achten nöthig. 

Entwickelt man nun auch noch das zweite Glied nach Potenzen von u, 
bleibt aber bei der ersten derselben stehen, setzt auch wieder die durch a 
und n bezeichneten Ausdrücke ein, so findet man: 

Jz = ^Äti + -fV(A(2~Ä)).^.fi 
oder, da auch k^ im zweiten Gliede keinen merklichen Einflufs haben kann: 



also auch: 



EM 



Hieraus ergiebt sich, dafs die gewöhnliche Annahme Jzi = Jz, welche 
wegen Übergehung des Unterschiedes beider Gröfsen gemacht werden mufste, 
eben so eine nahe Folge derjenigen Theorie ist, aus welcher die Formel 
Jz = j^ku ihre Begründung erhält, als sie bekanntlich für den normalen 
Zustand der Atmosphäre sich meistens auch practisch bewährt. 

5* 
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II. 

Im X. Buche der Hec. Celeste und in dem Traue de Geodesie von 
Pmssant findet man Naherungs - Ausdrücke für die Berechnung der Höhe 
terreslerischer Objecte. Der Ausdruck von Puissant ist am ein Glied ge- 
nauer, als der von Laplace und wird auch auf anderm Wege gefunden. 
Mit der bisherigen Bezeichnung heifst derselbe: 



U = acotgs-f 



2Äsins* 2Äsins* 
oder 

U = ÄCOlg«-}- 2Ä + 2Ä ^^'8^^ 2Ä ^^^®^^' 
wo jetzt a die Sehne 2Rsm\u, oder, mit gleichem Grade der Genauigkeit, 
auch den zugehörigen Bogen Ru bezeichnet. 

Den richtigen Näherungswerlh von // findet man aber am bequemsten 
auf folgende Weise. 

Es ist bekanntlich ganz strenge: 

* sin(s— i(2— *)m) 
Um diesen Ausdruck nach Potenzen von u zu entwickeln, setze man zur 
Abkfirzung: 

jj ^ cos{z—\(i—h)u) 
sin(s— 1(2— *)fi) ' 
so ist: 

dU (i— /p)coslu-fcos(s — 1(1— Ar)u)cos(s--i(2~üg)fi) 

du ~ 2s\n{z—\(2—k)uy ' 

also: 



hu), "" i + cotg«^ — ^Arcoseca' 



Eben so erhält man: 

©0 = K-l+2(2-*)^cosect^0cotg5j. 

Die hieraus sich ergebende Entwickelnng multiplicire man noch mit der von 
sin^ti^ so ergiebt sich, mit Beräcksichtigung der Glieder dritter Ordnung, 

und nachdem man ^ statt u gesetzt hat, die Gleichung 

H = öcotgÄ-f-jjli-fcotgÄ^— ^Äcosec«^} -f jpl— f + (2— Ar)^cosec55^}cotg22r. 
Das letztere Glied ist hier meistens verschwindend klein, und den beiden 
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ersten läfst sieb folgende Form geben: 



KW i I «* I ö* * 2 «** 

Ä = acofgar + ^-f ^colgis^ — ^^cosece 



2 



Hier drückt nun das erste Glied recbter Hand die aus dem rechtwink- 
ligen Dreiecke mittels der scheinbaren Zenithdistanz berechnete Höhe und 
das zweite Glied die sogenannte Erhöhung des scheinbaren Horizonts aus. 
Das dritte Glied rfihrt von der convergirenden Richtung der Verticalen R 
und Ri her; das vierte endlich ist die Correction wegen der Strahlenbrechung. 

Aus Vergleichung dieser Formel mit der oben angeführten von Puisaant^ 
zeigt sich, dafs die letztere nur die Hälfte des dritten Gliedes, und daher 
die Glieder erster Ordnung nicht vollständig enthält. Ich erwähne dieses 
Umstandes, weil die Formel in die Lehrbücher der Geodäsie übergegangen 
ist und dabei der Einflufs der Convergenz der Verticalen, wohl deswegen, 
weil nur die Hälfte seines Werthes in der Formel vorkam, als unter allen 
Umständen sehr klein, meistens ganz aufser Acht gelassen wurde. Dafs aber 
dieser Einflufs, insbesondere bei beträchtlichem Höhen winket, keinesweges 
immer vernachlässigt werden dürfe und leicht den sonst überall berücksich- 
tigten Betrag der Refraction erreichen könne, erhellet wie folgt. 

Das Glied ^^ d^ kommt, was auch a sein möge, sogar der Er- 
höhung des scheinbaren Horizonts gleich, wenn 

lang Ä = )/2 oder z = 54" 44' 
ist, und es erreicht die Gröfse des Einflusses der Refraction, wenn 

CQsz =^i^k oder z = 75"12' (für k = 0,1306) 
ist. Es beträgt noch den fünften Theil derselben, wenn 

z = 83^27' 
ist, u. s. w. 

Wenn die aus dem rechtwinkligen Dreiecke berechnete und noch die 
Refraction berücksichtigende Höhe acoigz bereits gegeben ist, so kann man 
die richtige Höhe mit allen Correctionen, ohne erst die Zenithdistanz berechnen 
zu müssen, unmittelbar aus der obigen Näherungsformel finden, wenn man 
ihr die Form 

U = ÄCOtg52r-f -^.a'-f-^^(acotg«)' 
giebt. 
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Dieser Ausdruck dörfte fär Höhenberechnungen Oberhaupt bequemer 
sein als die strenge Formel, obgleich diese letztere die Höhe durch ein Pro- 
duct darstellt. 

Setzt man nämlich: 

i-k _, 2-k __ 
2Ä ~^' 2R ~"' 
so ist: 

H = «cotga-|->lö*-f ,tt(«cotg«)% 

wobei für die gewöhnlichen Mittelwerthe (und fflr iMetermaars) : 

Ä = 0,14, logÄ = 6,8041294, 
also 

log;i = - 7,1706609, log^tt = — 6,8356465 
ist. 

Um zu sehen, welche Unterschiede diese Formel gegen die genauere 
in einem bestimmten Falle giebl, möge folgendes Beispiel betrachtet werden. 
D'Äubuisaon beobachtete die Höhe des Monte Greyorio in der 

Schweiz und fand: 

a == 5880'",4 , z = 73" 47' 35". 

Berechnet man nun H zuerst nach der strengen Formel, so ergiebt sich: 

w = 3' 10",416, 
also: 

55_^(l_Ä)tt = 73"'46' 31",121; 2-i(2-Ä)« = 73" 44' 55",914 

und 

//= 1711'",392. 

Nach der Sälierungsformel ist Folgendes die ganze Rechnung: 

log«= 3,7694069 
logcotg« = 9,4632412 

3,2326481 ... öcotg2= 1708,630 
log(«colga)' = 6,4652962 
log,M = — 6,8356465 

0,6296497-1 . . . ,«(acotgs/= 0,426 
log«- = 7,5388138 
log/. = — 7,1706609 

0,3681 529 ... ui'= 2,334 

i/=17ir,390 
Der Unterschied beider Resultate ist also völlig unbedeutend. 
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Das von der Convergenz der Verticalen herrührende Glied ist hier 
-j- 0,458 und der Einflufs der Refraction —0,412. Man sieht also, dafs iu 
dem vorliegenden Falle das erste Glied das zweite noch fibertrifft und darum 
seine Berücksichtigung mindestens eben so gerechtfertigt zu sein scheint, als 
die des letztern Gliedes. Gleichwohl wird es häufig ganz weggelassen. 

IIL 

Um für den Inhalt eines kleinen* sphärischen Dreiecks einen Näherungs- 
Ausdruck zu finden, der bis auf Gröfsen vierter Ordnung einschliefslich genau 
ist, geht man am einfachsten von der bekannten Formel von L'Huilier aus, 
welche 

iang\E = yOang \^ tang \^ taug ^^^ taug J:^!^; 

ist und worin a, b, c die Seiten des auf der Kugel vom Radius r liegen- 
den sphärischen Dreiecks bezeichnen, dessen sphärischer Excefs E ist. Setzt 
man nun 

a'\'b-\-c a — b'\-c 

4r ~^' 4? ~^' 

a+b—c _^ — ii-f&-fc _ y 

und entwickelt jede Tangente unter dem Wurzelzeichen nach der Formel 

tangx = ar-f-^a?^ 

in eine Reihe, so erhält man: 

tangiiB = >/(a/3y(y^>/[(l+ia^)(l+i/5^)(l+iy0(l + ic^)]. 
Und da 



und 



«'+(^-\-f+^ = ^^±^ 



y(«/??"^) = 4r 



4r» 

ist, wo J den Inhalt des aus den Seiten a, h, c construirlen ebenen Dreiecks 
bezeichnet, so ergiebt sich: 
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Setzt man endlich linker Hand E statt AlanglE and entwickelt die Quadrat- 
wurzel, so erhält man für den verlangten Ausdruck: 



r'ß = ^0+^45^) 



24r* 

Auf etwas umständlichere Weise findet man diese Gleichung, von Pro- 
fessor Buzengeiger entwickelt, inf VI. Bande der Zeitschrift von Lindenau 
und Bohnenherger. 

Brunn« den 14. November 1S53. 
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3. 

Über eine merkwürdige Formel in der Theorie der 

elliptischen Transcendenten , mid eine Ableitung 

des Fundamentaltheorems. 

(Von Herrn Dr. Richelot, prof. ord. an der Universität zu Königsberg in Preufsen.) 



iVn mehreren Stellen hat Jacobi einzelne elliptische Functionen in 
PartialbrOche zerlegt und auf die sehr grofse Wichtigkeit dieser Enlwickelungen 
für die ganze Theorie jener Functionen die Aufmerksamkeit der Geometer 
hingelenkt. In der That kann man von der Definition der unendlichen Pro- 
ducte, wie sie im (§.61.) der „Fundamenta"' definirt sind, ausgehend, mittels 
der Zerlegung ihrer Verhaltnisse und der Producte von ihren Verhältnissen 
in Partialbrüche, nicht nur die Fundamental -Eigenschaften der elliptischen 
Transcendenten und Functionen auf eine sehr leichte und evidente Weise 
finden, sondern dieselben auch bis in ihre tiefern Beziehungen verfolgen, und 
namentlich ihre Entwickelung in Reihen, welche nach den Sinussen und 
Cosinussen der Vielfachen fortschreiten, wie sie in den Anwendungen der 
Theorie auf mechanische Probleme gebraucht werden, daraus ableiten. Ich 
habe diesen Weg in einer meiner Vorlesungen verfolgt, deren Bekanntmachung 
vielleicht nicht ohne Nutzen sein durfte. Wenn dieselbe aber überhaupt er- 
folgen sollte, so darf Dies doch nicht früher geschehen, als bis die nach dem 
Tode Jacobi's beschlossene Edition seiner gröfsesten Vorlesung über elliptische 
Transcendenten, worin seine Principien und Methoden in dieser Theorie ent- 
halten sind, ausgeführt sein wird. 

In dieser letztern hat der grofse Meister auch seine Principien in Bezug 
auf die Zerlegung solcher Brüche , deren Zähler und Nenner Producte der 
1^^ Functionen sind, in Partialbrüche angegeben, ohne die zahlreichen Folge- 
rungen, welche daraus fliefsen, weiter zu entwickeln. Nun habe ich seit län- 
gerer Zeit diese Untersuchungen weiter verfolgt, und unter andern eine Formel 
gefunden, deren überraschende Allgemeinheit und Einfachheit auf das Interesse 
der Mathematiker einen solchen Anspruch zu haben scheint, dafs ich sie nicht 
länger zurückhalten mag. 
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§. I. 

Ich bezeichne durch cpx diejenige Function von x, welche in der an- 
geführten Stelle der Fundamente durch 

(i-y)(i-9')---^:f 

auszudrücken ist, d.h. ich setze: 

(px = 2^1 sin a? ( 1 — 2y' cos 2^' 4 /; ( 1 — 2y* cos 2x -\- ff) . . . 

Sind nun a*i, x^^ ... x^, yi, y<x^ ... y„ sonst beliebige n Gröfsen, 
nur von der Art, dars die n letzten unter einander verschieden sind, und 
setzt man der Kürze wegen 

so dafs man auch die Formel: 

hat, so findet man durch Zerlegung dieses Bruchs in Partialbrüche, und nach- 
beriger geeigneter Summation der letztern, folgende Formel: 

ff{J) i •'* (pyk ' 
in welcher der Kflrze wegen 

J = yi-\-y\ ••• -ry„ — -i'i — ^2 ••• — -p- 

gesetzt ist, durch den PuncI Ober dem Multiplicalionszeichen 11 angezeigt werden 
soll, dafs der Factor (pi^ — yk) im Nenner des betreffenden Products aus- 
zulassen sei, und das Summenzeicben seine gewöhnliche Bedeutung hat, wonach 

(1.) i*/xM = />i -Ifx, -I- . . • fx.. ist. 

1 

Aus dieser wichtigen Gleichung (1.) lassen sich schon die zahlreichsten 
Folgerungen ziehen und die brauchbarsten Entwickelungen bei den Anwen- 
dungen der elliptischen Functionen machen, weil in ihr die saramtlichen Reihen- 
Entwickelungen obengenannter Art concentrirt sind. Deshalb habe ich auch 
einen meiner ausgezeichnetesten Schüler, den Herrn Dr. Dumas, auf solche 
Entwickelungen aufmerksam gemacht, als er sich mit der Anwendung der 
elliptischenr Transcendenten auf verschiedene mechanische Probleme, in der 
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Art wie Jucobi das Problem der Rotation eines Körpers um seinen Schwer- 
punct behandelt hat, beschäftigte. Es ist ihm gelangen, jene Gleichung auf 
selbständige Weise zu finden, und er hat sie in seiner schönen Abhandlung 
über die Bewegung des Raumpendels mit Berücksichliyung des Ein- 
flusses der Umdrehung der Erde um ihre Axe, welche in ganz Kurzem 
publicirt werden wird, zu den interessantesten Anwendungen benutzt. 

In dem Falle, welcher oben ausgeschlossen wurde, dafs die Gröfsen 

y M y-i-i • • • • Yn 

nicht alle unter sich verschieden sind, kann man nach der in solchen Fällen 
üblichen Methode verfahren, indem man diese Gröfsen zuerst nur um unendlich 
wenig von einander verschieden annimmt, und nachher zur Grenze der Gleich- 
heit fibergeht. 

Wenn z. B. die Gröfsen 

Xl 9 y 2 9 • • • • ") m*i 

unter einander gleich werden sollen, so kann man 

(2.) ri = r'. r2 = /+^. ••• rm = y'+(»»-i)* 

setzen und diese Werthe in demjenigen Theil der Summe auf der rechten 
Seite der Gleichung (1.) subsfituiren, welcher sich auf diesem ersten Werthe 
erstreckt, also in dem Ausdrucke 

(3.) J-i^/jy.^i^i:::^, 

und dann die Grenze dieses Aasdrucks 

ffir 6 = suchen. Setzt man diesen Grenzwerth an Stelle des Ausdrucks (3.) 
in der obigen Gleichung (1.)? ^^^ '^ ihren fibrigen Theilen: 

ri = r-2 ••• ^rm=r\ 

so erhält man wieder eine richtige Gleichung. In dieser letztern kann man 
mit einer zweiten Gruppe von Werthen 

ym+l=ym+2 ••• =^ Xm+m' =^^ y 

eben so verfahren, und auf solche Weise fortfahren, bis alle n Werthe 

y 1 9 y2 9 • • • Yn 

erschöpft sind. 

6» 
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Die Anwendung dieser Methode auf die Gleichung (1.) giebt, wenn man 
sie geschickt ausführt, folgendes äufserst einfache und elegante Theorem: 

„Das Product 770 = y-^i-y-^« -" "P^^ jst mit dem Aggregat 



ÜH'^^"+^^''^^^^l-. 



Qbereinstimmend; wo vi die Anzahl der Gruppen von gleichen Gröfsen 
ist, deren Werthe respective y\ y*\ . . . y"' sind, und wobei ich mich 
des Zeichens 

für den Coefficienten von A" in der Entwickelung der Function Fh nach 
aufsteigenden ganzen Potenzen von h und der Bezeichnung 

if(x — x,).(p(x—x;)...(p(x—x„) _^ jj^ 

y(^— ri)-9(-^— ji)---yU— r») 
bediene. Man kann auch kärzer sich so ausdrücken, dafs das Summen- 
zeichen sich nur auf die untereinander verschiedenen Werthe unter den 
Gröfsen 

beziehen soll, so dafs man unter dieser Voraussetzung die Gleichung 

(4.) m = ^^[ff(y.+*,ito±*=i)j^^ 

erhält." 
Um Dies zu beweisen, setze ich der Kürze wegen den Werth des Ausdrucks 

nach der Substitution der Werthe (2.)« für e = 0, 

und erhalte dann, wenn ich die in (2.) angegebenen Substitutionen in den 
oben bezeichneten Tbeil der Summe einführe, dessen Werth für e = 0, wel- 
chen ich durch Y' bezeichne, nemlich: 

Y- (Um für c-o-> < j-itf M)-*P.n(.r'+(A^-l)0 >| 1 

oder was, wie man siebt, Dasselbe ist 

Y'= ^ -L 1 ^f . i (m-i)(m-2)...{tn-k+i) P(y+(&-l)0 

1.2...(iii— 1) (fj (9»'0)— » f ^ ^' 1.2... k—i T^' ' 

wenn man rechts den Grenzwerth für e = nimmt. 
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Der anter dem Summenzeichen stehende Grenz- Ausdruck ist aber der 
Differentialquotient der Function Py^ nach y, und man erhält daher den ein- 
fachen Ausdruck: 

Setzt man endlich den aus (5.) hervorgehenden Werth von 

in diese Formel, so ergiebt sich die viel einfachere: 

Eben so erhält man aus der zweiten Gruppe gleicher Werthe, mit 
analoger Bezeichnung: 

tfjl^^^'^ ^''^ (F{y"+h) Ja-* 
u. s. w. , so dafs sich endlich durch Substitution dieser Ausdrücke in die aus 
der Bezeichnung sich ergebende Gleichung 

770 == y+F"... +r'«' 

die obige Formel (4.) findet. 

Wenn gleich die Ableitung, deren ich mich hier bedient habe, sehr 
einfach und elementar ist, so wird doch ihr Zusammenhang mit etwas allge- 
meineren Betrachtungen nicht flberflflssig sein. 

Zu dem Ende bemerke ich, dafs sie die einfache Folge aus folgendem, 
auch bei vielen andern Gelegenheiten nützlichen Theorem ist. 

Wenn fx eine sonst beliebige, aber nach ganzen positiven Poten- 
zen von X — a entwickelbare Function von x ist, und tpx eine andere^ 
nach solchen Potenzen von x entwickelbare Function bedeutet, welche den 
Factor x, und zwar nur einmal enthält, so ist der Werth des Ausdrucks 

ti 4- , ti +... 

9(ri-yt)-9(7i-7s)---9(ri-rm) ' 9>{rt+r3)-9(7t-r4)---9(rt-ri) ' 

...j- tii 

für den Fall, dafs man 

yi = r^ y2 = r+«, ... ym = y-\-(jn—\)t 

setzt und die Grenze för € = nimmt: 
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üer Beweis dieses Theorems, welches in dem Falle, dafs fx eine 
ganze rationale Function von Xy und (px = x ist, wohl zuerst von L^nmge 
(Memoires de Tacademie de Berlin 1792—93 p. 256) mutalis mutandis aus- 
gesprochen ist, folgt auf leichte Art aus der einfachen Bemerkung, dafs man 
diese Functionen, weil sie in convergirende Reihen genannter Art entwickelbar 
sind, als ganze Functionen ansehen kann. 

Man betrachte nämlich das Aggregat der Partialbrüche des Ausdrucks 
(y^Or/x 

welcher von den Nennern x — yi, x — y^^ ... x — y^ abhangt, in doppeller 
Beziehung, sowohl wenn die Gröfsen ji, y^^ ... y^ noch untereinander ver- 
schieden sind, als auch wenn sie alle der Gröfse y gleich gesetzt werden. 
Setzt man, der bessern Bezeichnung wegen, für den Augenblick 

(px = x(p'0.yjXy 
so dafs i//0 = l ist, so wird das genannte Aggregat im ersten Fall: 

(8.) -1-^ fe '- 



<jp'Or-M<jp(>',— j,).(y,-r,)...{>', ->■„) jr— a. ' 

., , frm 1_| 

"*" ^(rm— ri)-(rm— r.) • • • (ym—ym-t) ' X—y„ > ' 
nnd im zweiten Fall, weil der obige Bruch die Form 

(£ 

((f''OY'(x—y)'^{xp(x—y))'^ 
annimmt: 

\tj±lL\ _J_ . r/L+A-l 1 ^\fy±l^ ._!_. 

L {%phr J/i" {x—y)'^ ^ L (y,h)'^ \, {x — r)'"-* ' \-(^hr J/i—» x—y 

Dieser Ausdruck ist aber identisch mit folgendem: 

rg ^ — \Jy±!!_ _JL_1 _ r.r'o^- \Jy±!L^ __L_1 

^ ^^ Vh'^ixphr'x-^y — hlu'^ ~ ^^"^ L (iphr 'x-a—hifr^' 

Setzt man nun in den beiden, für den Fall dafs man die Substitution (2.) 
in (8.) einführt und die Grenze für € = nimmt, einander gleichen Aus- 
drücken (8. u. 9.) die Coefficienten von x^^ in ihren Entwickelungen nach 
fallenden Potenzen von x einander gleich, so hat man das vorstehende Theorem. 
Setzt man hierin 

fx = Hx .(p{x — y^^i) . . . (p{x — y„), 
so erfüllt diese Function, eben so wie die Function (px, welche oben definirt 
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worde, die vorgeschriebenen Bedingungen des Theorems, und die wiederholte 
gehörige Anwendung des letztern fuhrt dann ebenfalls auf die Gleichung (4.). 

§. II. 

Unter den unzähligen Anwendungen der Gleichung (4.) erlaube ich 
mir nur eine der einfachsten hier hervorzuheben und auszuführen; aber ge- 
rade diejenige, wodurch ihre grofse Bedeutung in der ganzen Theorie der 
elliptischen Functionen von selbst Jedem in die Augen fallen wird. Ich meine, 
dafs die äufserst einfache Ableitung der Grund-Eigenschaften der elliptischen 
Transcendenten, und namentlich des Fundamentaltheorems aus ihr, es zugleich 
erklärlich macht, weshalb sie auch in den übrigen Tbeilen dieser Theorie 
eine wichtige Rolle spielt. 

In der That: geht man von der obigen Definition der Function (px 
als unendliches Product aus, so folgen das Fundamentaltheorem, so wie die 
Hauptgrundformeln der Functionen ^i9^ filr zwei Argumente, aus dem ein- 
fachen Falle der Gleichung (4.), wenn nur zwei, und einander gleiche Werthe 
yi und ^2 darin stehen. 

Um jedoch nicht später den Gang der Rechnung zu unterbrechen, 
werde ich aus dem, nur in etwas anderer Form geschriebenen Ausdruck 
fOr <px, nämlich: 

tpx = 2q^s\nx, P(l — y'^^'')(l— y''»«-^'^), 
wobei ich mich des Zeichens 

P{fq^) für /V, fq\ fq\ . . . 
bediene, folgende vier Grundformen dieser Function, so wie sie Jacobt ein- 
geführt und bezeichnet hat, ableiten. Es folgen nämlich daraus die Formeln: 

tpx = 2qismx.n{\'-2q^^cQs2x-\'q^^\ 
(p{X'\'\n) = 2q\cosx.n{\'\^2q'^cos2x-\^q^^\ 
cp{x-\'\ilq) = —iqU^\n{\-2q'^''cos2x-\^q''^'^), 
.(p'x^-^n^^ilq) = -yl«'\77(l-f 2y^'»-'cos2:r+^*''-^), 

wo • = }/— 1 ist und Iq den natürlichen Logarithmus der Grofse q bedeutet. 
Setzt man nun ferner: 

&,x = (px.n{\--q^^), 

&,x = (p{x-\^^7i).IT{i-q''), 

&x = iqie'^''(p{X'\^lilq).n(i — q^^), 

»,x = yi«-'"y(^-f i^ + ^i7y)./I(l-y''), 
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so ergeben sieb aus den obigen Definitionen folgende bekannte Grundforroeln : 

(11.) \s^i{x-\-\ilq) = —iq-^e^&x, 

W^ + ^^ + ^ilq) = q-^e^'&^x. 
Setzt raan in der Gleichung (4.) 

und für Xi^ x^^ y^ respective die drei Ausdröcke 

r+^n y+^2, r+l»'y, 

so geht dieselbe nach leichten, aus den Formeln (11.) abzuleitenden Re- 
ductionen in folgende aber: 

Ci^O j^^ 

woraus alle folgenden Formeln folgen. 

Setzt man nämlich zuerst in dieser Gleichung a?i = J?, X2 = k — x 
und nimmt auf beiden Seiten den Coefficienten von k in der Entwickelung 
nach aufsteigenden Potenzen von k, so erhält man, mit Benutzung der ana- 
logen Bezeichnung: 

»,(y\'X)&,(y-x) _ _ rr »(x-A)^(jr-fc4-/i)^(y+<p4-A) l l 
(&yY — [L WfiO'fi&y^h JäJ^; 

Kehrt man hier die Reihenfolge der Entwickeinngen um, so erhält man die 
Formel 

^,{y\x)&,(y-x) _ _ r»{x-h) d'(x^h)^(y\-h)-»(y\-h)ß'(x-\-hr \ 

oder endlich, nach Ausführung der angedeuteten Operation und nach leichter 
Reduction, folgende: 

^i(y+x)&,{y—x) ,a^,^^2 _ &x &y 

(&y)'(&x)* ^^'^^ ~ dx dy ^ 

^x 
Setzt man Ex für ;^, wie es Jacobi eingeführt hat, so geht die 

vorige Gleichung in 

^^^'^ WyyWlc? ^^"^ =Ex-Ey 

über. 
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In derselben der Reibe nacb fflr x, 

j? = 0, x= \n, x = ^n'\^^lq 
gesetzt, ergeben sich die drei wichtigen Formeln: 

Aus denselben folgen dadurch, dafs man die erste zu jeder der beiden 
letztern addirt, die beiden folgenden Gleichungen: 

(l^")'C^)"+©"(^)" = ^'«--«■i», 

Ohne (was übrigens keine Schwierigkeit macht) die einzelnen drei 
Werthe E'O^ E'\n, EW7i'\'\ilq) selbst zu bestimmen, kann man durch 
Einsetzung des besondern Wertbs y* = 0, die Gleichungen in folgende um- 
formen : 

,,,, |(^D'(^)'+Q'(^)' = '' 
l(^7(^)'+Q'(^)' = '> 

wodurch die bekannten linearen Relationen zwischen den Quadraten der drei 
Functionen 

(tiy\ (^\ (tiy\ 

\&yy^ Vt?y/' Vt9y/ 
gefunden sind. 

Substituirt man die Werthe von E'y und E'x, welche sich aus der 
Gleichung (14.) ergeben, in die Formel (13.), so erhsit man folgende Grund- 
formeln für die Functionen &i und &: 

und wenn man y-^iHq statt y setzt: 

(16.) ±i2±^l$^p^mL == l^{^)\^)\ 

CreUe*t Journal f. d. M. Bd. L. Heft 1. 7 
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Ferner substituire man in der Gleichung (12.) fär j?i und 0^2 die 

beiden Werlhe 

X und j;ilq — x. 

Dann erhält man, nach leichter Rednction, die Formel 
oder, nach Bestimmung des Entwickelungscoöfficienten : 

Setzt man hierin zuerst y = x, und dann ;r = ^7ij so erhält man, 
da d*|7i = ist, auch 

dx "' 

wenn darin 07 = ^71 gesetzt wird. Setzt man daher in derselben Gleichung (17.) 
x = \n, so erhalt man die sehr wichtige Gleichung 



(18.) 






welche den Differentialqnotienten der Function -^ als ein Product der beiden 
Functionen -^ und -^ und einer Constante darstellt. 

ßy ^ 

Wenn man endlich die beiden Seiten der Gleichung (17.) durch die 
respectiven Glieder der Gleichung (16.) dividirt, nachdem man in jener rechts 
die Differentialquotienten : 

xrx iry 

"djT' ""^^ 

mittels der Formel (18.) durch die Functionen ^, ^, ^, ^ ausge- 
drflckt hat, so gelangt man zu der Formel 

^,0.i»,0 »,(y+x) _ &y &x &x'^ &x'^'^ 



f^o.f^o *(r+jr) "" ^_(^)\tl£)^ 



welche das gesuchte Additionstheorem fOr die Function ^ in sich schliefst 
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und auf folgende Art in die, in den „Fundamenten "" (§. 18.) zuerst gegebene 
Form Obergeht. 

Die Gleichungen (15. u. 18.), verbunden mit der Natur der Function 
^iX gestalten, dafs man: 

■^ -4r = sin am 

tW) tJ-.jr 2h'x 
•ö-x -qt- = cos am , 

&0 ».X . 2k^x 

setzt, wenn ^^^ == yk und ^^l ^ ' = — angenommen wird. Snbstituirt man 

diese AusdrQcke in die Gleichung, so gebt dieselbe unmittelbar in die erste 
Formel des (§.18.) der „Fundamente'' über. 

Die Idee, aus den Eigenschaften der Functionen && zu dem Additions- 
theorem der elh'ptischen Functionen zu gelangen, ist bekanntlich auch zuerst 
von Jacobi aufgestellt, und zwar aus den Reihen-Entwickelungen der einzelnen 
vier Functionen selbst, durch die einfachsten Betrachtungen abgeleitet worden. 
In der Folge haben verschiedene Mathematiker diesen Weg zur Begrflndung 
der Theorie benutzt; doch glaube ich, dafs die Herleitung jenes Fundamental- 
theorems aus der Gleichung (4.), oder einer ihr ähnlichen, bisher nicht ge- 
macht ist, und bemerke nur noch, dafs ich mich jeder nähern und weitern 
Ausführung enthalten habe, da mein Zweck hier nur war, zu zeigen, wie 
im beinahe einfachsten Fall der Gleichung (5.) dies wichtige Theorem ent- 
halten ist. 

Königsberg, im August 1854. 
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4. 

Über die Bewegung des Raumpendels mit Rücksicht 
auf die Rotation der Erde. 

(Von Herrn W. Dumas, Schnlamts^Candidaten , früher Hitglied des mathematisch- 
physicalischen Seminars zu Königsberg in Prenrsen.) 



Vorwort 

i^achdem die Theorie der Pendelschwingungen von den aasgezeich- 
netsten Analysten nach allen Seiten hin grQndlich untersucht zu sein schien, 
war es etwas Überraschendes, als im Jahre 1851 FoucauU bei seinen Pendel- 
versuchen eine Störung des Pendels durch die Drehung der Erde nachwies, 
deren Einflufs auf die Bewegung schwerer Körper an der Erd-Oberfläche früher 
gar nicht etwa fibersehen worden war. Schon Gaufs und Poisson haben die 
Gleichungen der Bewegung materieller Puncte, mit Rücksicht auf die Drehung 
und Gestalt der Erde, entwickelt, und insbesondere hat Poisaon in seinen 
darauf sich beziehenden Abhandlungen im 16. Bande des Journals der poly- 
technischen Schule „über die Bewegung der Projeclile in der Luft, mit Rück- 
sicht auf die Bewegung der Erde'' nicht vergessen, dabei des Pendels zu 
gedenken. Er weiset nach, dafs die Lange des einfachen Secundenpendels 
nicht geändert wird, und sagt dann in Bezug auf die Drehung der Schwingungs- 
Ebene „dafs die Kraft, welche auf das Pendel normal zu dieser Ebene wirkt, 
zu klein sei, um es merklich aus derselben abzulenken und irgend einen 
abschätzbaren Eiuflufs auf die Bewegung zu haben."" Es war daher von 
grofsem Interesse, den von FoucauU experimental nachgewiesenen Einflufs 
aus der analytischen Mechanik abzuleiten; was auch in der Thai sogleich 
nach der Entdeckung des Phänomens durch mehrere Mathematiker geschähe: 
zuerst durch Binel in den Comptes rendus vom 10. Febr. 1851 , aber nur 
für kt^ne Schwingungen. Später erschien in den Schriften der Danziger 
naturforschenden Gesellschaft, 5. Bd. 1. Heft, 1853, eine auf diesen Gegen- 
stand bezügliche Abhandlung von Hansen in Gotha, in welcher der berühmte 
Verfasser das in Rede stehende Erperiment Fbucaults in demselben Sinne, 
jedoch nach allen Beziehungen, die dabei von Einflufs sein können, vollständig 
behandelt. 
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Dafs ich demungeacbtet meine hier folgende Abhandlung der Bekannt- 
machang werth erachte, liegt einerseits darin, dafs sie lange vor dem Erscheinen 
der vorhin gedachten Arbeit entstanden and ehe mir letztere zu Gesicht kam 
gegenwärtig nur durch wenige Zusätze verändert worden ist; andererseits 
aber wflrde ich auch n€ich der Eenntnifsnahme von jener schönen Abhandlung, 
die meinige gar nicht modificirt haben, da mein Zweck von dem jener völlig 
verschieden ist. 

Denn, von der Ansicht, die durch die Resultate aller bekannt gewor- 
denen Beobachtungen bestätigt worden ist, ausgehend, dafs das Experiment 
kaum das einfache Sinus -Gesetz mit erträglicher Sicherheit darzustellen ver- 
mag, eine genaue Beobachtung der gesetzmäfsigen Abweichungen von demsel- 
ben aber unmöglich zu sein scheint ; habe ich gar nicht sowohl nach möglichst 
vollständiger Berücksichtigung aller bei den Schwingungen wirklicher physischer 
Pendel vorkommenden Umstände gestrebt, sondern im Gegentheil mich auf 
das mathematische Raumpendel beschränkt, und an diesem die Wirkung der 
durch die Rotation modificirten irdischen Schwere in ihrem ganzen Umfange 
nachzuweisen gesucht. Ich habe dabei also keine Rücksicht auf die Störuugeu 
genommen, welche die physischen Pendel durch den Widerstand der Atmosphäre 
einerseits, und durch die den idealen Voraussetzungen nicht entsprechende 
Aufhängung andererseits erleiden; um so mehr, als insbesondere die ersteren 
nach keinen sichern Principien sich schätzen lassen. Ich habe mich dagegen 
nicht auf die Betrachtung der kleinen Schwingungen allein beschränkt, wie es 
in allen genannten Arbeiten geschieht, sondern die Theorie der Variation der 
Constanten auf beliebig grofse Schwingungen angewendet und erst aus den 
allgemeinen Formeln die speciellen Fälle des ebenen Pendels, und eines solchen 
mit kleinen Excursionen, abgeleitet. 

Dies ist eine Art der Behandlung des Problems, die Lagrange noch 
nicht ausführen konnte, da er in der „Mecanique analytique'' die Aufgabe des 
Raumpendels, eben so wie verwandte, schwierigere Aufgaben, die Rotation 
eines festen Körpers um einen Punct betreffend, nur auf elliptische Integrale 
zurückzuführen und dann mit einem Näherungftverfahren sich begnügen 
mufste. Er hinterliefs den Nachfolgern die Aufgabe, auf welche die Weiter- 
fflhrung der erwähnten Probleme beruht: durch Umkehrung der Integrale und 
Betrachtung der daraus entspringenden Functionen die Integralrechnung zu 
vervollkommnen. Daher sind es denn die berühmten Urheber der Theorie 
der elliptischen Functionen, Jacobi und Abel, denen die analytische Mechanik 
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ihre weitere AasbilduDg verdankt ; and insbesondere ist es der erste, der nach 
Abels so frühem Tode die Entwickelung der elliptischen Functionen in Reihen, 
welche wegen ihrer sehr starken Convergenz endlichen Ausdrücken fast 
gleichstehen, zu seinem unvergfinglichen Denkmale sich gesetzt hat. Noch 
aber hat diese Theorie nicht so vielfache Anwendung in der analytischen 
Mechanik gefunden, wie sie einst deren fähig sein dürfte, wenn die Hinder- 
nisse, welche sie noch auf eine ziemlich geringe Anzahl von Problemen be- 
schranken, überwunden sein werden. 

Zuerst hat ein Beispiel solcher Anwendungen Sohnke in Königsberg 
in einer Dissertation, ein der Theorie der Störungen angehöriges Problem 
betreiFend ^Die Bewegung der Himmelskörper im widerstehenden Mittel"' ge- 
geben (Crelle's Journ. Bd. 10. 1833}, wo er die für die Variationen der 
Constanten der elliptischen Bahnen gefundenen Ausdrücke in Reihen nach 
Sinus und Cosinus der Vielfachen der Zeit mittels der elliptischen Functionen 
entwickelt, und dadurch zu ihrer Integration gelangt. Ein Jahr später hat 
Rneb die berühmte Aufgabe der Rotation eines festen Körpers, auf welchen 
keine äufseren Kräfte wirken (die von Legendre schon auf elliptische Inte- 
grale zurückgeführt worden war) zum Gegenstande einer Abhandlung ge- 
macht, in der es ihm gelingt, durch Umkehrung der Integrale die drei Win- 
kel, auf deren Bestimmung es ankommt, und eben so drei von den neun 
Coefficienten, welche das im Körper feste Haupt- Axensystem auf ein im Raum 
festes System beziehen , als explicite Functionen der Zmt auszudrücken, 
während ihm eine ähnliche Behandlung der übrigen sechs CoSfficienten noch auf 
unausführbare Rechnungen zu fähren scheint. Nach Rueb hat wieder ein 
Königsberger Mathematiker, Durege, auf Richelots Veranlassung, in einer 
noch ungedruckten Abhandlung, die Aufgabe des Raumpendels von dem La- 
grangeschen Standpuncte aus, bis auf einen ähnlichen Punct, wie Rueb die 
vorige Aufgabe, gebracht, da auch er nicht die Coordinaten des das Pendel 
bildenden Punctes als Functionen der Zeit ausgedrückt hat. Eben so wenig 
ist Dies in einer gleichzeitigen Abhandlung von Gudermann (Crelle's Journ. 
Bd. 88.) über denselben Gegenstand geschehen. 

Das erste Beispiel einer vollständigen Behandlung hat daher wieder 
Jacobi selbst gegeben, indem er in seiner letzten Abhandlung über die Ro- 
tation {Crelle's Journ. 39.) die seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts von 
den berühmtesten Geometern diesem Gegenstande gewidmeten Untersuchungen 
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za einem endlichen Abschlösse gebracht hat, der jeden Gedanken an eine 
fernere Vervollkommnung abschneidet. 

Durch die wiederholten Vorträge Richelols Aber die Theorie der ellip- 
tischen Functionen, die Dynamik und die Variation der Constanten wurde nun 
ich in den Stand gesetzt, einige an die erwähnten Arbeiten sich anschlie- 
fsende Aufgaben abzuhandeln. Nachdem Bichelot in einem Falle der Rotation 
mit Wirkung aufserer Krdfle, dem sogenannten Lagrangeschen Falle, eine 
ähnliche Form der Lösung erkannt halte, wie sie Jacobi fflr die Rotation 
ohne äufsere Kräfte gefunden hatte, veranlafste er zuerst mich zu der Be- 
handlung dieses Problems; welche ich darauf auf einen ähnlichen Grad der 
Vollständigkeit zu bringen suchte. Später nahm ich, wieder auf meines ver- 
ehrten Lehrers Bichelot Anregung, aus dem allgemeinen Interesse, welches 
die FoucauUsche Entdeckung erregt halte, Anlafs, mit Hülfe der Theorie 
der elliptischen Functionen die Variation der Constanlen auf das Raumpendel 
anzuwenden ; was in gleicher Weise mit dem genannten Lagrangeschen Pro- 
blem hätte geschehen können, von welchem das sphärische Pendel nur ein 
specieller Fall ist, und welches nur den Umfang der Rechnungen, nicht die 
mathematischen Schwierigkeiten vermehrt hätte. 

So entstand die vorliegende Abhandlung, die ihren Werth, wenn sie 
irgend einen solchen hat, nur darin sucht, dafs sie die Nfitzlichkeit der ellip- 
tischen Functionen auch für Anwendungen auf Mechanik an einem neuen 
Beispiele zeigt. 
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I. 
Poisson stellt a. a. 0. die dynamischen Differentialgleichungen der Be- 
wegung eines schweren Puncts auf einer beliebigen, mit der Oberflfiche der 
Erde fest verbundenen Fläche *auf. Bezieht man diese Bewegung auf ein 
rechtwinkliges Axensystem x, y, z, dessen Anfangspunct in dem festen Auf- 
hängepuncte des Pendels, dessen sr-Axe vertical nach unten, die y-Axe hori- 
zontal nach Norden, die x^-Axe horizontal nach Westen gerichtet ist, und 
bezeichnet durch n die Winkelgeschwindigkeit der Erde um ihre Axe, durch ß 
die Breite des Beobachtungs-Ortes (nördlich positiv, sfldlich negativ), durch dt 
das Element der Zeit, durch L die Gleichung der gegebenen Fläche und 
durch l endlich einen unbestimmten Coefficienten : so sind die von Poisson 
angegebenen Differentialgleichungen folgende: 

Im vorliegenden Falle des Pendels kann man, wenn r die Lange desselben ist: 

alsp statt -^, -^, -g;— beziehlich — , —, — setzen; wo dann k den Druck 
angiebt, den der feste Aufhängepunct zu erleiden hat. 

Bei der Ableitung dieser Gleichungen sind alle Glieder, die den Factor n^ 
haben, vernachlässigt. Dennoch läfst sich ihre Integration nicht auf Quadra- 
turen zurackffihren, sondern die Aufgabe nur durch Näherungsmethoden lösen, 
wobei man, wenn n eine kleine Gröfse erster Ordnung Ist, auch nur Glieder 
von dieser Ordnung wird behalten dürfen. Man kann daher die in n multi- 
plicirten Glieder 

-2n(sin/34+cos/3^) = U^, 
(2.) ^ + 2n8in/3.^ = ü„ 

-f2iicos/9.^ = r. 



dt* 




'y. 


dt* 


— 


'f- 


d*z 
dt* 




'■T+!' 
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als störende Kräfte ansehen und ihre Wirkung mittels Variation der Con- 
stanten des einfachen Pendels bestimmen, dessen Bewegungsgleichungen 



(3.) 



sind. Um die bekannten Integralgleichungen dieses Systems mit denjenigen 
Constanten zu finden, welche zur Variation am geeignetsten sind, werde ich 
sie auf die von Hamilton und Jacobi gezeigte Art ableiten; mit Benutzung 
des folgenden von Jacobi aufgestellten Theorems (S. Richetot ^Über Rota- 
tion etc.'' in den Abhandlungen d. Berl. Akad. v. J. 1850): 

Sind die n Bewegungsgleichungen eines freien Systems materieller 
Puncto, mit den Coordinaten x, y, z, ar^, yi, Zi^ etc. folgende: 

rf\r _ au , dii 

dt' ~ ^'^ dx'^ dx' 

dt' ~ ^ dy'^ dy ' 

d*z du , Sfl 

f/i 



dt' ~ dz^ dz' 

so dafs m, m^, etc. die Massen der resp. Puncto, 27 die Eräftefunction 
und £1 die Störungsfunction bezeichnen, und ist V eine vollständige 
Lösung der partiellen Differentialgleichung 

-iO+(f)-+(lF")"l-^-* = 0' 

(wo die Summe auf alle Puncto des Systems auszudehnen ist), mit den 
»—1 willkarlichen Constanten 

wahrend 

beliebige neue Constanten bezeichnen, so sind nicht nur 
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die endlichen Integralgleichungen des ungestörten Problems, dessen Diffe- 
rentialgleichungen aus den obigen dadurch folgen, dafs man S2=0 setzt, 
mit den 2n willkarlichen Constanten: 

«M «29 • • • «n-M Ä^ 
/^n /^29 ... /?n-l, T, 

sondern es haben diese Constanten auch die Eigenschaft, dafs sie, als 
Variabein in das gestörte Problem eingefabrt, folgende Differentialglei- 
chungen geben: 



da^ dii 
dt dß, ' 
dß, dSi 


da, 
dt 

dß, 

dt ~ 


dii 

dßr 

dii 

dar " 


da„^i 

' dt - 

dßn-l 
" dt "- 


dii 

dß„-r 
dii 


dh 

dt 

dt 


dii 

dr ' 

dii 


dt da, ' 


dt ~ 


dh 



IL 
Wenn keine Störungsfunclion, sondern, wie in dem vorliegenden Falle, 
nur einzelne Störungsglieder U^, Uy, etc. existiren, so tritt an die Stelle von 

-^— die Gröfse U^-^-j-l/y-^-f ••• = U„, in welcher für a eine der obigen 

2n Constanten zu setzen ist. 

Wenn aufserdem die Coordinalen Bedingungsgleichungen genügen 
mQssen, so hat man neue Variabein ^, ^i, ^29 *•• einzuführen, welche die- 
selben identisch erfüllen, solche in die Gröfse 

T = ^i»j(^)-+(A)-+(^)'| 

ZU setzen, durch partielle Differentiation derselben nach -^^ -^, etc. die 

Gleichungen 

dV _ dT 

dV dT 

etc. 

zu bilden, und mittels dieser, welche in Bezug auf die Differentialquotienten 

':^ etc. linear sind, die letztem aus dem Ausdrucke von T zu eliminiren. 
dt 

Dann wird die Gleichung 

T-ü-h = 
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zn einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten Grades 
in Bezug auf die neuen Variabein ^^ ^i, etc.; mit denselben ausgezeichneten 
Eigenschaften, wie die oben angegebene Differentialgleichung. 

III. 

In vorliegendem Falle des Pendels sind die Variabein, welche die 
Statt findende Bedingungsgleichung 

identisch erföllen, die Polarcoordinaten 

X = r sin 9) sin V^, 
(4.) )y = rcosipsmyj, 
z = rcosxp; 

wo tp der kleinste Winkel zwischen dem Pendel und der positiven halben 
Axe der z, (p der Winkel zwischen der Projection des Pendels auf die Hori- 
zontale und der positiven halben Axe der y ist; von dieser zur positiven 
or-Axe bis Z%Qt^ und darüber hinaus gezählt. Setzt man demgemäfs in den 
Ausdruck von T: 

dx , • rfV^ I • , rf<3P 

— = rcos\psm(p-'-^'\'rsm%pcos(p*'^ , 

dy ^ drp . . dq> 

^ = rcosv^cosy-^— rsmv/sin^)--—, 

dz . ^ dxb 



so ergiebt sich 



T^i^lO'+'^'^O'l 



und hieraus, durch Differentiation nach den Differentialquotienten: 

^ _ ^±E 
dip ~ dt' 

dV 2 ■ 2 dtp 

Da aufserdem die Eräftefunction 

U=^z =ffrcostp 
ist, so erhält man die partielle Differentialgleichung 

8» 
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Uro dieselbe zu integriren kann man 

-— - = const. = l 

dV 

setzen, und findet dann durch Auflösung nach •^: 

dV ^ ^ / / "{k -{■ gr cos\p),2r* sin* \lj — l^ \ 

mithin wird 

oder, wenn man z wieder statt rcosi/^ einführt: 

Far die untere Grenze des Integrals kann man eine Function der 
Constanten h und / setzen; also unter andern eine Wurzel der Gleichung 

die bekanntlich stets drei reelle Wurzeln hat. Bezeichnet man selbige der 
Grorse nach durch 

ra ...>..• rJ ...>.. . rc, 

so liegen a und b zwischen -\-\ und — 1, c zwischen —1 und — oo; und 
da für Werlhe von z, die aufserhalb des Intervalls ra bis rb liegen, die 
Wurzelgröfse in V imaginär wird, so ist es dies Intervall, in welchem z 
von einer Grenze zur andern oscillirt. Die Wurzel ra ist diejenige, die für 
die untere Grenze des Integrals in V angenommen werden soll. Differentiirt 
man dann die Function V nach den Constanten h und l, so erhält man für 
die Integralgleichungen der Differentialgleichungen des Raumpendels nach Ein- 
führung zweier neuen Constanten /'o und ^^u folgende: 

/ör_ ^p rdz 

\dh~ V y(2(9:5+A)(r*— z*) — /*) —' — '"' 



V ra 



rdz 



Es ist klar, dafs die Constanten 

/() . . . Tu . . • ^o 

ein System gleichzeitiger Werthe der Variabein 

t . . . z . . . q> 
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sind. Eben so ist die mechanische Bedeutung der Constanten h und / er- 
sichtlich; nämlich, dafs h zum Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft, 
l zu dem Flächensalze in Bezug auf die horizontale Ebene gehört, und 
zwar so, dafs 

{ y-di-'^di = ' 

ist, wo h und / durch den Anfangszustand des Pendels bestimmt sind. 

Fahrt man nun die Constanten h, l, t^^ cp^ ?\s Variablen in das ge- 
störte Problem ein, so sind zufolge des oben citirten Theorems die umge- 
formten Differentialgleichungen folgende: 

i^ — — IT ——[r^4-u^-\-U—\ 
dt — -^'o— \^-dt,^^ydi,^^'dtJ' 



oder, wenn man für ü^, Uy, ü^ ihre oben angegebenen Werihe substituirt 
und zur Abkflrzung 

^' ~ di dt di dt' 

jnxz) ^^ ^^ 

' ~ di dt di dt 

setzt, wo t eine beliebige von den vier Conslanten bedeutet: 

^ = -{2nsmßUir>-\-2ncosßU}r'}, 



(6 6.) 



1^ = +{2«sin/3trc:7) + 2nco8/il^;->}, 
^ = -{2nsiBßUl'y>-\-2neosßU["^\. 



In diesen Gleichungen müssen die Gröfsen rechts als Functionen der Zeil 
und der Constanten ausgedrQckt werden, welche letztere dann zum Zweck 
einer näher ungs weisen Integration als wirkliche Constanten angesehen werden. 
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Da die Gröfse in nur additiv mit t verbunden vorkommt, so ist üf^ identisch 
gleich 0, d. h. es gilt auch fQr das gestörte Problem der Satz von der Er- 
haltung der Kraft; wie es in der That aus dem blofsen Anblick der ursprflng- 
liehen Differentialgleichungen erhellet. Um die drei andern Gröfsen Ui in der 
verlangten Form zu finden, mufs man zunächst aus den Integralgleichungen 
(5.) des ungestörten Pendels die Coordinaten x^ y, z als Functionen der Zeif 
ausdrucken, wozu die Theorie der elliptischen Functionen bekanntlich die 
Mittel gewährt. 

Aus der Natur der algebraischen Gleichungen folgt: 

(7fl.) 2(ffz-\~A){r^—z') — P = 2g{ra — z){z-rb){z-rc), 

welches eine identische Gleichung ist, wenn man a, h, c als Functionen von 

h und / ausgedrückt sich vorstellt. Setzt man demnach z^='+r hinein, so 

ergiebt sich: 

i-r = -2gr'.{\-a){\-b){\-c), 

woraus durch Elimination von P zwischen den Wurzeln a, b, c die Relation 

(7.C.) = l + flÄ + ÄC+ftc 

folgt. Die Gröfse / selbst kann positiv und negativ sein ; je nach dem An- 
fangs - Impulse. Daher mufs man 

(7rf.) ^7(2^7 = 

setzen, und es soll in der Folge stets von doppelten Zeichen das untere auf 
den Fall /;>0, das obere auf den Fall /<CQ bezogen werden. Nach der 
Bedeutung von / ist es klar, dafs der erstere Fall bei links drehender Bewe- 
gung der Projection des Pendels, der zweite bei rechts drehender Statt findet. 
Setzt man nun mit Lagrange (Mecan. anal.): 

z = r/icos^a-f-rJsin^a, 
so erhält man 

ra — z = r(« — A)sin^a, 

z^rb = r(a — Ä)cos*a, 

z — rc = r(Ä — c)|l — •^^^-sio'al, 

dz = — 2r(a — 6).sinacosaif(7^ 
und wegen der Gleichung (7.): 

2(jfz^A)(r'-e) — P = 2^r^.(ö-ft)^(ö-c)sin^acos'(T(l--2=±sin^a) 
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and da a = statt z=^ra gesetzt werden kann, nach (5 a.): 

we € = +i unabhängig von dem Zeichen von / sein soll. 

Nun ist, wegen der angenommenen Reihenfolge der Wurzeln, ( ^_ J 

stets ein echter positiver Bruch, mithin die Wurzelgröfse niemals =0, und 
f stets entweder -{-i oder —1. Man setze €==-j-l, d. h. a zugleich mit t 
wachsend. Setzt man dann zur Abkürzung: 

SO ist nach der von Jacobi (in den Fund, novis etc.) eingeführten Bezeich- 
nungsweise: 

a = am(t/,;f), oder kürzer a = amti. 



und daher 



Ferner ist: 



mithin ist 



,,^ ^ 42? = r (a cos^ am fi 4- Asin^ am ti) 
I = r{a — (ö — ft)sin^amti}. 

argamlTi (modx) =/* V(l-xLv) = ^' 
argam^Ti (mod;r') =/*^ y(t^Xn'y) = ^'' 



T = -K 

m 



die constanle ZetV^ in welcher z von einem Maximum m bis zu dem nächsten 
Minimum rb sinkt, oder umgekehrt; d. h. 4T ist die der Dauer einer 
Schwingung hin und her des ebenen Pendels entsprechende Zeit. 

Die zweite Integralgleichung (5 a.) giebt, wenn man dt statt dz einführt: 

und, weoo man « statt s und / setzt, so ergiebt sieb: 
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Diese Integrale gehören zu den von Legendre sogenannten Integralen 
mit circtiiairem Parameter. Setzt man, mit Einfäbrung zweier neuer Con- 
stanten, tfi, ^2*- 

-J=-. = ;f^sin'am(Ä:+iaO, 

— :; = ;rsin^amia2, 

1 — a ' 

(wo s = }/— 1 ist), so sind ai und 02 reeli, und man kann, da nur die Qua- 
drate ihrer elliptischen Functionen bestimmt sind, annehmen, dars erstlich beide 
zwischen -\-K' ••• — K' liegen und zweitens mit / in den Zeichen über- 
einstimmen. 

Unter diesen Voraussetzungen hat man dann, wenn der bequemern 
Schreib -Art wegen sin am, cos am, ^am mit den von Gudermann ein- 
geführten Zeichen sn, cn, dn vertauscht werden: 

sn (K-f iöi) = 4- y-j^. sn ia^ = + j/jE^* 
(9.) \ cn (ä:+ ia,) = ±i )/=^, cn ia, = + ]/^, 

folglich erhält man: 



l 



2r*m(l-j-a)' 



+l/(-(14-ii)(l + ft)(l+e)) _^ cnJir+tVi,dniir+ig, 
V^(a— c)(l+£i) "•" * snÄ+iö, ' 



/ +l/((l — <i)(1 — ft)(i — c)) I . cnto^dn/g, 

2r*m(l— a) y(a — c)(l— 0) "• ^* sni«, 

und 

I t cn ÜT -f »gj dn üT-f- ig, tcnw^dnii», 1 
sn/^+iV?, I sn ia^ \ 
l-x«sn«Ä+iVi,sn«a + l-x'sn*ia,sn*ii V 



Nach der von Jacobi in der oben erwähnten Abhandlung (^CreHe's 
Journ. Bd. 39.) gegebenen Tafel für die Reduction der Integrale dritter Gattung 
auf die Functionen Ou und Hu, erhält man aus der letzten Gleichung: 

V 9o — <« i ö^^ -i- ^^^ j -TYr^^Keu^K-ia, 0u-iaj' 

also, wenn man zur Abkürzung: 
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\ da, "f ö«, ) * 

^ ~ 2i'"^(0(M + Ä-ia,)0(«-ja,) 
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(10.) 

[setzt, so wird 

(p — ^y^ = u.4^-\-w. 
Der Winkel w ist periodisch, indem er für ti . • . 2Ä -f- w . . . 4-K-f ^ ®'c- 
stets denselben Werth annimmt, und für w = . • . JC . . . 2K . . . etc. verschwindet. 
Ans den Gleichungen (8. und 10.) ergiebt sich mit RQcksicht hierauf 
folgende Tafel zusammengehörender Werthe: 

amii = . .. \n ... n 



|7l 



etc. 



ti = . . . K ... 2K ... ZK 
(11.) { t= r, ... /,-f-T ... /, + 2T ... /o+3T 
« = r« . . . rÄ ... ra ... rj 
^ = 9?o • • • 9^0-f *Ä^ . • . (pi)'\-24>K . . . y,,-j- 3*Ä 
Der conslante Winkel <t>K, den die Projection des Pendels beschreibt, während 
dieses selbst von seiner höchsten Stellung zu der tiefsten, oder umgekehrt, Aber- 
geht, liegt stets zwischen den Grenzen 

+ \n und +71, 
deren erste dem gewöhnlichen, die zweite dem herumschwingenden ebenen Pendel 
zukommt (oder, wenn man nicht eine unendlich grofse Anfangsgeschwindigkeit 
ausschliefst, dem in beliebig geneigter Ebene umschwingenden Pendel). 
Aus der zweiten Gleichung (10.) folgt, wenn 

gesetzt wird: 

. )2JVcosu^ = 0(ii + X+iöx)0(ii4-fa,)+0(ii+K-iöO0(w-,Vi,), 

^ ^^ J2Msinti^ = 0(ii+X+i«i)0(ii+ia2)-0(tt+^-iÄi)0(ii-ia,). 
Aber es ist: 

l-(.cosv/=lJ-y=(l+a){l-;r^sn^(Ä:+iaOsn^fi}, 

1 — cosv^ = 1— — = (1— fl){l — x^sn^itfjsn^w}, 
folglich (nach Fund. pag. 175): 



l-}-cosv^ = (1 + a)' 



0*00(11+ Ji:+tgJQ(fi+JiC—tg^) 



CreUe*! Joarnal f. d. M. Bd. L. Heft 1. 9 
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und wenn man erwägt, dafs 

i-f tf o^lf (a — c)x 

e^(K+ia,) ~ e^K+ia,)sn*(K'{'ia,)~ H\K + ia,)' 

1 — a a — c (a— c)ic 



0* ia^ — 0* lo, sn* ia^ —W ia^ ' 

du 



wahrend x.&0 = H'Qi' ist (wenn man mit H'O den Werth von -r-^ für 



ri = bezeichnet), so erhält man: 

1+cosV/ = {a-c) 6««H«(/t+'«.) ' 

1-cosv/ = (a-c) l&n^HUa, ' 

woraus durch Multiplicallon 

sin> = (a-c) • _e»«.,fl.(A:+,a.)//'«a, 

folgt; oder, da sinv>0, 2V>0, H(JiC+i«.)>0, -j-Hio, $ ist (cor- 
respondirend mit dem Zeichen von /): 

Ä^N.H'O* 
(13 6.) sinv/ = ^^-^) H(K-Via,)Hia,e^u ' 

Diese Gleichung durch Multiplication mit (12.) verbunden, giebt, wenn 
man a — c zur Abkürzung durch A bezeichnet: 

, +i7f'0W'0 iöCu+Ä+ia.) Oiu^ia^) 

, Q(u+Jir— I«,) 0(>i— ifl,) | 
ri4i / 

|SinV;smii, = ^' 2HK+ia,Hia/ \ V^"^ öiT^ 

0(ii4-jK— 1«,) 0(fi~itf,) > 

Diese Formeln geben die Goordinaten in Bezug auf ein mit der Ge- 
schwindigkeit ^m um die verticale «-Axe rotirendes Axensystem. Multi- 
plicirt man sie erstlich mit resp. rcos{^U'\-(p^^) und rsin(0ii-f9'u), zweitens 
mit — rsin(0ii-f yu) und +rcos(0ii-fy<>) ^"^ addirt jedesmal, so ergeben 
sich für die Goordinaten x, y, wenn man noch von den trigonometrischen 
zu den exponentiellen Functionen flbergeht, folgende Werthe: 



(15«.) 
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^ _ rj '"'^" ^ U<*u^.., e(H^K+ia,)&(u-\.ia,) 

__^-.(«ü«+v.) &(u+K—ia,)0(H—tat) { 

(jr — r* q:ff(ji^^,o )//,„^ 2 r ©tt» 

"T * ©;;» } • 

lln ähnlicher Form erhält man z durch Addition ans den Gleichun- 
gen (13a.)t nämlich: 

^_^j , s &{n-\-K-\-ia,)e{u+K-ia,)H'0* , Q(»+;«.) 6> («-<«. )/?'0' l 

Es möge nun folgende Bezeichnung angewendet werden: 

Dann gehen die obigen Ausdrücke in folgende über: 

x = +rk'i' {«•■(*«+»■.) . Pu, K-\- ia^)P{u, ia,) 

^^-/c*«+9.,).p(„^ K-ia,)P(u, -i«,)), 

(,5ft.) y _«-(*»+*.).P(tt, is:_,x)P(«, -«*«.)}, 

I a = ri . i . {P(i/, Ä-l- i«,)P(«, K-ia,)-P(u, ia,) P(u, ~ t«,)}. 
An dieselben schliefst sich noch die ebenfalls aus (1 3 a.) folgende 
identische Gleichung: 

r = rl-\.{P(u, K-\-ia,)P(u,K-ia,)-\-P(u,iadP(.u, -i«,)}. 

Eliminirt man mittels dieser Gleichung den Factor l aus den übrigen, oder 
setzt man statt i, seinen Werlh in «i und o,, nämlich: 

(16.) X = a-c== ^ ^^ ^ _ = p-^ ^, 



(i±£)+(lz:^) 

\a — c/ ' ^a—cy 



sn*(Ä-|-<a,) sn*ir/, 

SO erfüllen die gefundenen Coordinatenformeln, unabhängig von den Werthen 
der 7 Constanten ipn^ 4^^ a^, ^29 ^^ Aj^ ^^> identisch die ßedingungsgleicbung 
xx'\-yy-\'zz — rr = 0. 

IV. 
Durch die Function P{Uj r), deren Producte zu zweien hier die Goor- 
dinaten bestimmen^ hat Jacobi in der oben erwähnten Abhandlung die 9 Trans- 
formationscoefficienten zwischen dem festen und dem beweglichen Axensystem 

9» 
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bei der Rotation ausgedrückt. Doch kommt sie dort nur linear vor, und Jacobi 
giebt deshalb nicht die Entwickelung von Producten mehrerer solcher Functionen 
mit einem gleichen Argument u, auf welche es hier offenbar ankommen wird. 
Es soll daher zunächst gezeigt werden, wie sich ein solches Product durch 
die einfache Function und ihre Differentialquotienten nach u ausdrücken lasse, 
indem man dabei von einer Formel ausgeht, die sich mit Hülfe der bekannten 
Theorie der Zerlegung in Partialbrüche aus der (Fund. §.52. pag. 145) 
gegebenen Productenzerfällung der Function ergiebt. Sie ist folgende: 
f.^^ 0(fi+<-\)Q(ii+^^,)...Q(fi+t^n) 

^ '^ G(U'\-tV,)e^(H + W^)...G(U-\-t€„) 

~ &(u+tv,) 'H(Su—Sw)H(w^ — tv,).., H{wn—U3y' 

die Summe so genommen, dafs man der Reihe nach v^ mit r^, v^ mit t?2, • . • Vi 
mit v„ und eben so W2 mit t/^i, tr^ mit m?2, . . . u^i mit w„ cyclisch vertauscht. 
iSr und iS^i#7 bedeuten resp. t?i4"^2+ • •• +«^n und M?i-f «€^2+*** + M^n« Voraus- 
gesetzt ist, dafs in dem Nenner links keine gleichen Factoren vorkommen, 
und dafs H{Sv — Sw) nicht gleich sei. 

Drückt man alle durch P aus, so geht die Formel in die folgende über : 

(18.) P{U-{'Wi,V,-Wi)P{U'^W2,V2 — W2)...P{U'\-W^,V, — wJ 

^ ' ' H{v^ — tv^)H{v^ — w^)...H{vn—tv„) 

/7'0.//'0.../f'0 



Diese Formel bleibt richtig, auch wenn man die w sämmtlich ver- 
schwinden läfst. Man setze daher links Wi^=^W2=^e\c.=0 und eben das rechts 
in den Ausdrücken Sv — Sw und H(Vi'-'Wi).H{V2 — W2) . . . H(v„ — w„)^ 
welche in allen Gliedern der Summe dieselben sind, und nehme dann rechts 
die Grenze. Dies giebt: 

(19.) Piu,v,)P(u,V2)... P(u,v„) 
= UmJ^P^uj^w^^Sv)."^'^''''^^^^']- 

H(W^—W^)U(W^ — W^)... H{Wn — W^)\ für «r,=rir,=»... = ^i«=«0. 

Zur Abkürzung setze man nun: 
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Lim.{Ä(rj-|-w)Ä(Pj-fw)...ff(p„+»i>)},=„ = 77, 
Lim [ d^\rf(«,+^)H(v,+to)... mv„-\-w)] ) ^ ^(„ 

so dafs also folgende Entwickelungen Statt finden: 

P(ii + w, Sv) = P+ Y trPM ^ w'P"+ 1 ti^^P'"+ • . . 

In der letzten von diesen Reiben kann man auch die ungeraden Glieder weg- 
lassen, da offenbar alle ^ mit ungeraden Indices verschwinden; und für f^i 
kann man 1 setzen. 

Snbstituirt man dann diese Reihen in die Seite der Gleichung (19.) 
rechts, so erhält man aus dem ersten Gllede der Summe einen Ausdruck der 
zum Nenner das Product 

hat, und in allen andern Gliedern ähnliche Nenner. Da aber die Summe für 
Wi = W2 = etc. = endlich bleiben mufs , so mässen nothwendig bei der 
EntWickelung der Zähler nach Potenzen der w alle Glieder mit kleinern Di- 
mensionen als der (n— IV^"" in der Summe identisch sich aufheben; und da 
diejenigen mit höhern Dimensionen mit verschwindenden w ebenfalls ver- 
schwinden, so hat man nur die Glieder von der (it— ly""* Dimension in den 
Zählern zu berflcksichtigen. Man erhält demnach, wenn man durch 

den Co£fficienten der A*^" Potenz von x in der Entwickelnng nach steinenden 
ganzen Potenzen der Function fx bezeichnet: 
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P(U,V,)P{U,V,)...P(U,V„) 



= 2:^ 



etc. etc. 



W 



r.«?^... 



tvl 



(tu, — u?i)(u?3— u;j) ... (m?« — w?i) 

für «+/J+ ••• +Va=sM-— 1. 

Das Zeichen Lim. ist weggelassen, weil die Summe, als eine rationale, 
symmetrische, homogene Function 0*^" Grades von den w, die zum Nenner 
die alternirende Function vom niedrigsten Grade hat, diese auch im Zähler 
als Factor haben, und mithin von den w ganz unabhängig sein mnfs. Ent- 
wickelt man die Seite rechts fflr n = 1, 2, 3, 4, 5, so findet sich, wenn 
man fflr den Augenblick zur Abkürzung 

Pu = P. 



P — p'— — p 
^1 — ^ ii^> 

77' 77" 



n 



n 



n> TT" Tim 

P, = p'"_3^P"+3^P'+^P, 



etc. etc. 



n 



setzt: 



(21.) 



'P(«,r,) = Po, 

P(«,r,)P(«,.,) =p,.:e|— -^j, 

|p(u,rJ...P(«,r,)= iP,.:^{^_-^-_^} 



Piu,v,)...P(u,v^)= iP,.2 



w: 



-} 



(W, — W,)(W,— M),)(U>,— W.V 

^tf^ \ K-u,.)...(m;.-«>,) )' 
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I i*A*2; • <). \ (jp^_w,)...(iPj— «7,) » 

Die Summen sind sämmtlicb Binomialcoefficienten. Setzt man ihre 
Zablenwertiie ein, so ergiebt sieb 

(22.) (^(«'^«'i)--P(">«'3)= iPj+1/^' ^"-^^ 

P(«,p,)...P(tt,C5)= ,VMl/^-iA-f + {(i«,)'-^+VrA*«f)Po. 

Um das Gesetz dieser Reihen deutlicber siebtbar zu macben, setze 
ich noch die nächsten beiden her: 

P(u,Vi)P(U,V,)...PiU,Ve) 
P{U,V,)P(U,V:,)...P(U,V,) 

Im Folgenden werden nur die Producte bis zu 5 Factoren angewandt wer- 
den; daher ist auf die allgemeine Entwickelung hier nicht näher einzugeben 
nölhig. 

Setzt man für die Gröfse Pu, Pi etc. ihre Wertbe durch P in die 
Gleicbongen (22.), so ergiebt sieb: 

+ P(«,r) = P, 

(23.) HP(^'^^)P(«'^) = ^P'- P-V' 

'-\-Pu,v,)...Piu,v,) = ^P"_^P'.g:-fp.^(^f 3,1,), 



(23.) 
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Diese Formeln erfahren eine kleine Modificalion, wenn Sv=^0 ist (allge- 
meiner, wenn Sv = 2hK'\-2h'iK' ist, was aber in der Anwendung nicht 

vorkommen wird), indem dann rechts P= — ^ rj% . — unendlich wird. 

Nach der Tafflorschen Reihe wird aber, wenn mm bis auf die erste Potenz 
von St entwickelt: 

0«.(6>;.//'O+...) ~Sv'^ Qu » ■" 

Für Sv = verschwinden alle folgenden Glieder, und es ist demnach in den 

Differentialquotienten von P für diese Function einfach -^ oder Zu zu setzen. 

Die Coefficienten von P selbst müssen, weil die Function links endlich bleibt, 
identisch verschwinden ; d. h. es müssen, wenn 

Ar = 

ist. folgende Gleichungen Statt finden: 

'für n = 2:^ = 0, 

II" 

- 3:-ß- + 3A^ = 0, 

ntft w 

- 4::^+12/.,^ = 0, 

- 5:^+30^^ + 60AiH5A^4 = 0, 

welche Gleichungen mit Ausnahme der ersten, sämmtlich auf dem Additions- 
theoreme der zweiten Gattung elliptischer Integrale beruhen. 

In den Gliedern mit dem Factor P hat man hiernach für P nur -^r 

Sv 

zu setzen. Sie nehmen dann die Form % an und geben sämmtlich endliche, 
im Allgemeinen nicht verschwindende Constanten. Man kann aber ein wenig 



(24.) 
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anders verfahren. Jacobi giebt nämlich a. a. 0. eine Entwickelung fflr die 
Function 

P{^u,ia) + P{u,ia), 

ans welcher fär das gegenwärtige P die folgende sich findet: 

25. ^.p:n,v) 

( A /j oAv ^^ • ^^w f -kfM \ oiv . ^^ hnu\ 
J^Ä (i_^2Ä^ cos ^ . sin-j^ + 7Ä(i4.^2A)s,n.^.cos — -J 



sin(^) • \ l_2v«cos^+^^ 






WO q die kleine Gröfse e ^ und e die Basis des natürlichen Logarithmen- 

Systems bedeutet. Die Reihe convergirl für beliebige Werlhe von v, und fflr 

solche von ti, deren imaginärer Theil zwischen -^iK^ lAT' liegt, diese 

Grenzen selbst ausgeschlossen. 

Setzt man hiernach 

n 

so enthält Q nur periodische Glieder von u und bleibt für v = endlich, 

nämlich Zu. Also hat man, wenn Sv=0 ist, Q', Q" etc. statt P', P" etc. 

n 

und in den letzten Gliedern statt P. selbst t^ — zu setzen, und dann 

die Grenze zu nehmen. Dies Verfahren stimmt allerdings bis jetzt mit dem 
fräbern überein, ist aber besser, sobald noch Differentiationen nach den v 
nöthig sind; wie es hier der Fall sein wird. 

Es sind jetzt noch die Coefficienten der Reihen (23.) näher zu be- 
stimmen; also dieGröfsen ftcj^ und /7^^\ Bezeichnet man zu dem Ende, analog 

mit Ä'O, die Werlhe von ^£f, ^^ etc. für «=0 durch H"'0, H'O etc., 
so giebt die T<i^/orsche Reihe: 

wH'O ^ ioH'O 

'"'" H;//'0+l-tü'//"'0+l-.M;'H''0 + ...' 

und wenn man die Division ausführt: 
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Hieraus folgt: 

Die weitern Glieder werden nicht gebraacht. Die Gröfsen //^^^O lassen sich 



leicht durch 



^'0 = ^Cför« = 0) = l-# 



du *■'"' "—-.»—' Jf 

(wo E das ganze Integral zweiter Gattung ist) ausdräcken. Man findet dadurch : 

9ß« i^"'0= Ä'0.{-(l+;.^) + 3Z'0}, 

j^vQ ^ jy'0.{+(l+4;«*4-;«*)-10(l+*')Z'0+15iJ'0Z'0}, 

und diese Werthe in die Ausdräcke der fi gesetzt, geben: 

Um ferner die Gröfsen II', U" etc. zu finden, setze man, analog mit 
der Bezeichnung von Zu = -^ : 

Dann ist, mit Rücksicht auf die Formeln (Fund. p. 174, 7. und p. 164, 4.):' 

(27 a.) I r« = Z'(tt + iA:') = Z'O- ^ , 

r'«= Z"iu4-iK') = ^"""/"" - 

Die hohem Differentialquotienten lassen sich natQriich, wie die von Zu, auf 
die beiden ersten reduciren. Differentiirt man weiter, so ergiebt sich: 

r"u = - 2 J^ - 2x^-g^ -. 6. ^"y**"'" 
sn'w sn*M 8n*M 

= _2;^+4(l+;«^).4 6'^ 

= — 2«*-f4(i-|-x*)(Z'o— r«)— 6(z'o— r«)^ 

Setzt man demnach die (mit %* proportionale) Gröfse 

-2x»+4(l+*^)Z'0-6Z'0Z'0 = «« = -2^4 + +i(l-'fH^*). 
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SO erhfilt man 

(27*0 r"u = x^— i2fij.ru— eruYu, 

and, WMter differentürt: 
, , 1(27 c.) r'^'tt = — 12ju, r'tt — 12 Tu r'u, 

(27 rf.) r« = — 12 fh^"u—i2r'ur'u — i2 Tu r"u, etc. 

Nun war: 

n = H{Vi-{-w).H{V:,-\-w)...H{v„-\-io) für 10 = 0. 

Differentürt man logarithmisch nach w und setzt dann t& = 0, so findet sich 

mithin, wenn man die Summe der Werlhe der Function ^ für ti = 
ViV2...Vn durch SY^^^v bezeichnet: 

77' = n.SYo. 
Durch weiteres Differentiiren ergiebt sich: 

/7" = i7.Ärr+ n'.SYv, 
77"' = i7.iSr't? + 277'.iSrr+ n".SYv, 
n'' = 77.iSr''r + 377'.iSr't7-f3/7''.iSrr+77'''.«rt;, 

etc. etc. , 

folglich durch allmählige Substitution: 

{/!' = 77. Sri?, 
77'' ^ n.{8rv J^iSYvf], 
77'" = 77.{Sr'r+3Sri?SYb-f(iSrr)^}, 
77'^ = 77.{Sr'''r4-4Sr't?iSrt7-f6Sr'r(Srr)^+3(iSrf?)^+(Sri?)^^ 

Da die Gröfsen Y, T, Y" etc. bekannt sind, so werden durch die Glei- 
chungen (26. und 28.) die Coefficienten der Gleichungen (23.) vollständig be- 
stimmt, und man kann daher jetzt zu ihrer Anwendung auf das sphärische 
Pendel flbergehen. 

V. 

Zunfichst lafst sich mit Hälfe der zweiten Gleichung (23.), die mit 

77' 
Substitution des Werths von jj- aus (28.) in folgende äbergeht: 

(29.) P(u,v,).P{u,v,) = -P'(u,v,+v,)i^{Yv,+ Yv,)P(u,v,^v,) 

den Formeln (15.) für die Coordinaten eine elegantere Form geben. Setzt 

10» 
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man in diese Gleichung resp. K'\-iai und ios statt v^ und 92, und erwägt, 
dafs dann Yvi-\'Yv2 nichts anders ist als — 14*, so erhält man 

und hieraus durch Verwandlung von i in — i; 

P(i/, Ä — iaj . P(ii, — ioj) = — P' ( w, Ä"— iöi — in^) -|- 1* . P(ii, Ä" — ia^ —ia^). 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit ^'^'^"+V'), die zweite mit 
^-.(<#>"+»>o)^ so gehen die Seiten rechts in resp. ^{^'^*'*"+^"^P(w, K-\-iai-\-i(h)\ 
und 3-{«"'^*"+»'''^P(i/,Ar— i«! — itfj)} über. Setzt man daher zur Abkürzung: 
(30 ) j ^ = ^ {iJ'*^*"+^>. P(t/, /C+ ia, + ia,)-e-'^*"^^o\p^u, K-ia.-ia,)], 
\s= i {^«^^"+^o>.P(ti, A"+ia,+iii2) + ^"''^*"+^"^P(w,^-ifli-ifl2)}, 
welches beides reeUe Functionen sind, so erhält man, ohne weitere Reductionen, 
fQr die Goordinaten x, y folgende einfache Ausdrücke: 

Setzt man ferner in die Gleichung (29.) statt v^ und V2 resp. AT-f- tat 4- ^ 

und —K—iüi und nimmt dann die Grenze für € = 0, so hat man den Fall 

Sv = 0\ mithin ist nach der obigen Auseinandersetzung Q statt P\ und 
n 

^ statt P zu setzen. So ergiebt sich, wenn man noch erwägt, dafs 

P(— K— ia,) = — P(K— ia,) ist : 

JL.Y(K-\^ia,+e)^Y{K-^ia,)} 
P(u, K-\-ia,).P(^u, K- ia,) = Q\u, 0) - Lim. {=^ 



«^"2Ä 



i 



= z'-wr(Ar-fiao. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich: 

P(tt,»£i,).P(tt,-tfl,) = -Z'u-\-Y\ia,), 
folgiicb nach den letzten Gleichungen (15 6.) durch Addition und Subtraclion: 

(31*.) j* = ''M^-Kr(A^+.«,)+r(i«,))!, 

r = rM*(y'(«'«2)-r(JS:-f i«.))}, 
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welches zwei Gleichungen sind, deren Identität mit resp. (8. und 16.) leicht 
zu sehen ist. 

VI. 
Mit Hälfe der Formel (25.) lassen sich nun diese Ausdrücke leicht 
in Reihen verwandeln. Setzt man: 

^ = «1^ j^ = «2, ai + a2 = ^. 

so dafs also 0| und «2 zwischen O--- + 1, a zwischen 0«-« + 2 liegen, und setzt 
dann in die Gleichung (25.) Ar-|-««i4"'^ statt v, wodurch 

sich ergiebt, so erhält man: 

Multlplicirl man diese Reihe mit «'(*"+*'">, so ist nach (30.) der reelle 
Theil die Function S, der imaginmre ist J3^ welcher letztere aufserdem aus 
dem ersten durch Differentiation nach 9)» folgt. Verwandelt man dann noch 
durch eine leichte Reduction die Summe in eine solche von — 00 bis ■\-<x>^ 
indem man jedes Glied in zwei PartialbrOche zerlegt, und setzt endlich 

2K4> __ - 

~ir ~ 1' 

so dafs also f eine zwischen +Q...':^2 liegende Zahl ist; so ergiebt sich: 
(32 a.) 



— "S? = •J*if^-cos((2A+r)^+yu), 



nu 



Hier bedeutet x nach den (Fund.) das Argument ^^ 

Setzt man ferner r = in der Reihe für Q{UyV) (25.), so erhält 
man die bekannte Entwickelung von Zu: 

(326.) —Zu = 2hj^^.s\n2hx. 
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Differentiirt man diese drei Beiben nach v, so erhält man nach (31.) endlich 
folgende gesuchte Entwickelungen der Coordinaten: 



(38.) 



X = +r^(^).^A(2Ä+/-).:fi2_^.8in((2Ä+/-)a.4-(^,,), 

ly = +r;..(^y.^A(2/i+/-}.:j-H^^.cos((2A+/-)a: + y.,), 



rk 



■(—) 



2 -f® 

+1 



2A. 



4*7» 



• cos2/ix 



1 — 7^''" 

-iK(rio,+r'(Ä+M.)). 

Mittels bekannter Umformungen finden sich statt dieser Reiben andere 



TlK 



complementäre, die nach Potenzen von q' = e ^' fortschreiten und die daher 
stärker als die obigen convergiren, wenn x^ den Wertb | fibersteigt. Da 
dieselben zur Anwendung auf das vorliegende Problem nicht nöthig sind, so 
unterlasse ich ihre Ableitung und fflge hier nur noch folgende Reihen-Ent- 
wickelungen ffir die in den Gleichungen (33.) vorkommende Constanten bei: 



(34.) 



^=^=ir*<^^(^'+*«'H ^(»«^)) 



1 



27« 



1 + 7«. 

l+l+_i2!L_ 



1+7»-«. 



27^ 



|2+ai 



«+0, 



1+1/ 



I ^ 

(M)*.(;r(^«,)+r(Är-f,a,)) 

4r/«i 47^-°» 4</^+«» 



+ 



(1 + 7«.)* 
47«« 



(1+7»--.)' 



(1+7^+«.)« 
47'-<-«^ 



+ 



(1 — 7«.)» I (i _ 72—,/ X(i _,»+«,) 



47»+«i 



(1+7«.)' ' (1+7*-«.)» T (1+72+«.)« X 

■ 47«» ■ 47^^-«» I 47'-«-«' , 
T (1_7«,)«T (i_,»-«,)»T(i_^j+^)t + — 



( Die Fortaetzang im nüchiton Heft.) 
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5. 

Note^ die Anwendung eines trigonometrischen 
Satzes betreffend. 

(Von Herrn Dr. M. Ohm, Prof. der Math, an der Universität zu Berlin.) 



JLfie nachsiehende Kleinigkeit hat nur ein pädagogisches Interesse; 
interessant ist es aber, zu sehen^ wie ein einziger bekannter Satz die wissens- 
wQrdigsten und zum weiteren Studium der analytischen Geometrie^ so wie in 
den Anwendungen der letzteren unentbehrlichsten Sätze, jeden für sich und 
unabhängig von dem andern, ferner die Zusammensetzung und Zerlegung der 
Kräfte, der Kraftenpaare und der Drehungen, elc. ohne alle Rechnung und 
wie mit einem Schlage giebt; zugleich mit der Überzeugung von ihrer Allge- 
meingültigkeit. 

Der fragliche trigonometrische Satz ist der nachstehende 

Hülfssatz. 
L Wenn n beliebige Puncto im Räume ganz beliebig durch gerade 
Linien mit einander verbunden werden, so aber, dafs eine geschlossene 
Figur ÄiA2A^.. . A„Ai entsteht, so ist die Summe der Projectionen 
aller Seiten (^A^A^^ -^2-^3, A^A^^ etc., zuletzt noch .4„-4i) auf eine be- 
liebig gegebene Richtuny UV, allemal der Null gleich, wenn man nur 
unter Projection irgend einer Seite das Product versteht aus der Länge 
dieser Seite, multiplicirt mit dem Cosinus des (spitzen, rechten oder 
stumpfen) Winkels, welchen die Richtung dieser Seite, wie sie bei der 
Beschreibung des ganzen Umfanges AiA^A^.^.A^A^^ in einem Zuge 
sich ausweiset, mit der Richtung UV (nie mit der entgegesetzten Rich- 
tung Ff7) bildet. 

Stellt man sich nämlich durch alle Puncto A^^ A^^ A:^^ ,,. A„, Ebenen 
senkrecht auf UV vor, so ist das zwischen je zwei nächst auf einander folgen- 
den dieser Ebenen liegende Stück von UV allemal die Projection eines jeden 
der zwischen denselben Ebenen liegenden Stücks des Umfangs der Figur 
AiA^A^. .. A^Ai^ und positiv oder negativ, je nachdem das gedachte Stück 
des Umfangs die Richtung von der einen Ebene zur andern, oder von der 
andern Ebene zur ersteren hat. Da nun die Figur eine geschlossene sein soll, 



80 ^*- M. Ohm, Anwendung eines gewissen trigonometrischen Satzes. 

so liegen zwischen je zwei solchen , nächst auf einander folgenden , auf UV 
senkrechten Ebenen, die Stucken des Umfangs in gerader Anzahl und in 
Richtungen, die genau eben so oft vorwärts als rückwärts gehen: folglich 
heben sich diese Projectionen paarweise einander auf, so dafs die Summe 
der Projectionen aller Stöcken des Umfanges A^A^A^ ... A„Ai^ welche 
zwischen je zwei nächst auf einander folgenden, der auf UV senkrechten 
Ebenen liegen, nothwendig der Null gleich ist; wodurch der Satz auch für 
den, zwischen den beiden äufsersten der auf UV senkrechten Ebenen lie- 
genden ganzen Umfang AiA2A^. .. A„Ai mit erwiesen ist. 

Dieser Satz ist bekannt genug; auch gilt er natürlich noch, wenn alle 
Puncte -4i, -^2, -^3, ... A„ mit der Richtung UV selbst, in einer und der- 
selben Ebene liegen. 

II. Alle Seiten der geschlossenen Figur AiA2A3 ... A^Ai^ welche 
auf der Projectionsrichlung UV senkrecht stehen, können bei Bildung der Glei- 
chung sofort übergangen werden, weil ihre Projectionen der Null gleich sind. 

Wir geben nun einige Anwendungen dieses Satzes. In diesen An- 
wendungen setzen wir stets rechtwinklige Coordinaten-Axen OX, OY und 
OZi im Räume voraus; dies hindert jedoch nicht, neue Coordinaten-Axen, die 
aber stets wieder rechtwinkliy angenommen werden, noch einzuführen, oder' 
auch blofs zwei Axen in einer der Coordinaten- Ebenen allein, zu beachten. 

§. 1. 

Man betrachte zuerst einen Punct M im Räume, welcher durch die 

drei Coordinalenwerlhe OX=x, OY = y und OZi = z (O ist der Anfangs- 

punct der Coordinaten) gegeben ist; durch ihn ist auch die Richtung und die 

Länge der Geraden OM geometrisch festgestellt. Bezeichnet man die drei Winkel 

MOX, MOY und MOZ 
beziehlich durch 

s ci, ß und /, 

stellt sich MB{j=z) senkrecht auf die Ebene XOY, dann JBJ(=y) senk- 
recht auf OX vor, so dafs OA = x wird, so hat man die geschlossene Figur 
OABMO. Projicirt man nun solche nach und nach auf die Richtungen 

OX, oder OY, oder OZ, 
so erhält man (nach IL), weil stets zwei der Seiten der Figur auf der jedes- 
maligen Projectionsrichlung senkrecht stehen: 

(1.) OM.cosa = x, (2.) OiW. cos/3 = y, (3.) OJSf .cosy = 5^. 
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Wird aber dasselbe Vierseit OABMO auf die vierte Richtung OM 
projicirl, so giebt der Hfllfssatz ohne Weiteres: 

(4.) j?.cosa-|-y.cos/?-f ^'Cosy = OM. 

Diese Gleichung aber giebt, je nachdem man sie mit OM muttiplicirt , oder 
ähidirt^ und wenn man dabei noch die Gleichungen (1, 2, 3.) zu Hölfe nimrot^ 
sofort 

(5.) ar^ + / -{- z' = 0M\ 

(6.) (cosa)'+(cos/?)' + (cosy)' = 1. 

Die Gleichungen gelten ganz allgemein, obgleich in der Figur lau- 
ter positive Coordinatenwerthe vorausgesetzt wurden. Denn so wie einer 
oder der andere dieser Coordinatenwerthe, z. B. y, negativ, also die wirk- 
liche Länge der entsprechenden Seite der Figur durch die (positive) Zahl — y 
ausgedrückt sein sollte, wörde gleichzeitig dieselbe Seite (bei dem Be- 
schreiben der Figur in einem Zuge') die entgegengesetzte Richtung haben, 
also mit der Projectionsrichtung den Nebenwinkel ISO" — A des Winkels it 
bilden, den sie vorher mit ihr gebildet hat; der Cosinus dieses Winkels wörde 
dann =: — cosA sein, und statt y.cosi käme jetzt ( — y).(— cosA) zu stehen, 
welches Product aber dem y.cosl wieder gleich ist. 

§.2. 

Man stelle sich nun noch, aufser dieser beliebigen Richtung OM, eine 

zweite beliebige Richtung OM* \ov, welche mit denselben Axen OX, OY und 

OZ die Winkel a', ß\ / bildet, so dafs wiederum 

(cosa')' + (cos/?7 + (cosy7 = 1 
ist. 

Steht OM senkrecht auf 0M\ so dafs also der Winkel MOM' ein 
rechter ist, so projicire man das Viereck OABMO auf diese fönfle Richtung 
Om\ Man erhalt mittels des Hölfssatzes sogleich 

x.cosa! -\-y,cosß' -\-z.cosY* = 0, 

oder, wenn man durch OM dividirt (nach §.1. No. 1— 3.): 

(1.) co§a.cosa'-fcos/3.cos/?'-f cosy.cos/ = 0*). 



♦) Man findet auch diese Gleichung, als erste, wenn man OM = 1 setzt, weil 

dann (nach §. 1. No. 1 — 3.) cosa, cos/^ und cos;" selbst die Coordinatenwerthe des 
Panctes M sind. — Dies auch für die Folge. 
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Diese Gleichung findet also allemal Statt, so oft die Richtungen OM und OM' 
auf einander senkrecht stehen. 

Stehen diese Richtungen nicht auf einander senkrecht, so werde der 
Winkel MOM' gesucht, welchen sie mit einander machen. Zu dem Ende 
fälle man, von dem Puncto M aus, auf OM' eine Senkrechte, welche die 
Richtung OM' selbst in A triift, wenn MOM' ein spitzer Winkel ist, welche 
aber in der entgegengesetzten Richtung M'O (und zwar in deren Verlänge- 
rung) in einem Puncto Ai treffen wird, wenn der Winkel MOM' stumpf 
sein sollte. Im erstem Fall projicire man das Fönfseit OABMAO auf die 
gedachte fünfte Richtung 0M\ und der HQlfssatz giebt sofort: 

x.cQsa! '\-y.cosß''\-z.cosY' = OA, 

folglich, wenn man durch OM dividirt (nach §.1. No. 1— 3.): 

(2.) cosa.cosa'-}-cos/5.cos/?'-|"<^osy.cos/ = cos MOM'; 

welche Gleichung auch noch gilt, wenn der Winkel MOM' ein rechter sein 
sollte, weil sie dann in die (1.) fibergeht. 

Dieselbe Gleichung erhfllt man noch, wenn MOM' stumpf ist; denn 
dann ist sein Nebenwinkel MOA^ spitz, und da demnach für letzteren der 
eben entwickelte Satz gilt, so hat man 

cosa .cos AiOX'\- cosß .cos AiOY'\- cosy .cos AiOZ = cosilfO^i, 
d. h. weil cosr= —008(180" — r) ist: 

cosa.(— cosa')+cos/3.(— cos/3') + ^^sy.(— cos/) = —cosMOM'; 
und dies ist dieselbe Gleichung (2.). 

Die Gleichungen (l.und 2.) gelten ganz allgemein, wie auch die Rich- 
tungen OM und OM' vorausgesetzt werden, wenn gleich in der Figur zu- 
nächst positive Coordinatenwerthe angenommen wurden; insofern man nur 
das am Schlüsse des (§. 1.) Gesagte wiederholen kann. 

Die Gleichung (2.) giebt auch noch zu erkennen, dafs die Gleichung (1.) 
den rechten Winkel MOM' nothwendig bedingt; denn so wie der Winkel 
MOM' kein rechter ist, so ist nach (2.) die Gleichung (1.) unmöglich. 

§. 3. 

Die Coordinatenwerthe eines Punctes M, auf die Axen OX, OY 

und OZ bezogen, seien wieder x, y und z. Durch den Ursprung sind 

drei neue rechtwinklige Axen OX', OY' und OZ' gelegt und gegeben durch 

die 9 Winkel, welche jede der letzlern mit den drei alten Axen macht 
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(swischen welchen 9 Winkeln natQrlich die Gleichung (§. 1. No. 6.) dreimal, 
und eben so auch die Gleichung (§. 2. No. 1.) dreimal Statt findet, weil eben 
die neuen Axen wieder auf einander senkrecht stehen). Man soll die auf die 
nenen Axen bezogenen Coordinatenwerlhe x', y' und z' desselben Punctes M, 
durch die allen ausdrficken. 

Stellt man sich zunächst wieder, wie in (§. l.)? d>6 Geraden MB 
und BA, aufserdem aber auch noch die ^^' senkrecht auf OX' gezogen vor, 
(wie in §. 2.), so dafs OA = x' wird, während OA = x, AB = y und 
BM= z ist, so hat man das Fünfseit OABMAO (genau wie in §. 2.). 
Wird nun letzteres auf die neue Richtung OX* projicirt, so giebt der Hölfs- 
satz (I. u. II.) unmif feibar dieselbe Gleichung wie in (§• 2.)^ nämlich : 
(O) x.cosX'OX-\'y.cosX'OY-\'Z.co3X'OZ = x\ 

Die beiden andern Gleichungen für y' und z' auf analoge Weise. 

Dafs die Gleichungen allgemeingültig sind, obgleich wieder im Vor- 
stehenden alle Coordinatenwerthe positiv vorausgesetzt wurden, leuchtet nach 
dem am Schlüsse des (§. 1.) Gesagten, ohne Weiteres ein. 

§. 4. 

Es ist gegeben eine Gerade OD, der Länge nach (=^), und der 
Lage nach durch die Winkel, welche sie mit den drei auf einander senkrecht 
angenommenen Axen OX, OY und OZ macht. Man soll die Gleichung 
einer Ebene finden, welche durch D hindurchgeht und auf der Geraden OD 
senkrecht steht. 

Ist M ein beliebiger Punct dieser Ebene, so liegt die Gerade MD 
in dieser Ebene und steht senkrecht auf OD. Fället man nun (wie in §.1.) 
MB{==z) senkrecht auf JCOF", und dann BA(j=y^ senkrecht auf OAT, so 
dafs OA{-=x') die dritte Coordinate des Punctes M wird, und projicirt nun 
das FOnfseit OABMDO auf die Richtung OD, so erhält man mittels des 
Hflifssatzes (I. u. II.) die Gleichung 

(1.) X cosDOX^y .cos DOY^% .cosDOZ — e = 0, 

wo ei=OD ist; und dies ist die verlangte Gleichung. Dabei mag man nicht 
flberseheo, dafs bekanntlich allemal 

(2.) (cos DOXf -f (cos DO Yf + (cos DOZf = 1 

ist (nach §. 1. No. 6.). 

Anmerk. Hieraus lassen sich leicht Folgerungen ziehen. 

11* 
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A. Erstlich Iflfst sich folgern, dafs die Gleichung einer jeden Ebene 
algebraisch und von der ersten Ordnung ist ; denn wie auch die Ebene liegen 
mag, so kann man doch immer von O aus auf sie eine Senkrechte OD fällen, 
welche eine bestimmte Lflnge und eine bestimmte Richtung hat, und dann ist, 
wenn e=OD gesetzt wird, die Gleichung (1.) ihre Gleichung. 

B. Zweitens läfst sich daraus auch wieder folgern, dafs jede Glei- 
chung erster Ordnung mit reellen Coefficienten , nämlich 

(3.) Ax'{'By-\-Cz'{'E = 0, 

oder, wenn sie in dieser andern Form gegeben ist: 

(4.) A(x-a)-\-B{y-b)-}-C{z-c) = 0, 

wo a, b und c die Coordinatenwerthe eines Punctes der durch die Gleichung 
gegebenen Flache vorstellen, sobald x, y und z als Coordinatenwerthe ange- 
sehen werden, die sich auf rechtwinklige Axen beziehen, allemal nur solche 
Puncto liefert, die alle in einer und derselben Ebene liegen, dafs sie also 
allemal' die Gleichung einer Ebene ist. Dividirt man sie nflmlich durch 
>/(J^-f Ä'4-C')(=r), so dafs sie die Form 

(5.) ^^+yr+y^+^ = 

annimmt, damit die Summe der Quadrate der drei neuen Coefficienten von x, 
y und z^ =:\ wird, so läfst sich immer eine Gerade OD finden, die mit 
den Axen OX, OY, OZ Winkel macht, welche durch die Gleichungen 

cosDOX = —, cosDOr=— und cos flOZ = — 

r ' r r 

bestimmt werden. Setzt man nun die Lflnge e von D, = , so ist die 

Gleichung (1.) die Gleichung der Ebene, welche auf OD senkrecht steht; 
dieselbe ist jetzt aber nicht von der Gleichung (5.) und folglich auch nicht 
von der Gleichung (3.) verschieden; also ist letztere, nflmlich 

(3.) Ax-\'By-\-Cz-\'E = 0, 

die Gleichung einer Ebene, welche von dem Ursprünge O der Coordinaten 

E 

um — ^/ jt I jgt I ^tv absteht, wflhrend dieser Abstand OD mit den drei Axen 

OX, OY, OZ Winkel macht, deren Cosinusse beziehlich 



•(^•+il^+C»)' V(A'+ß'+C') """ V(A*+B'+U^ 
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sind. Dabei stellt die Quadratwurzel -^{A^ -{- B'^ -{- C^) fiberall eiuen und den- 
selben ihrer beiden Werthe vor, und zwar den l . |, je nachdem die 

i negativ i £ 

gegebene Zahl E ^^^^^^^^ [ ist, weil der Absland OD oder - ^(j»^/^.^ -^ 

negativ werden kann und darf. *) 

C. Da zwei, durch die Gleichungen 

iAx+ByJ^Cz+D =0, 

gegebene Ebenen, wenn sie sich schneiden, denselben Winkel J unter sich 
bilden, den die auf sie senkrechten Geraden GD und OD' mit einander 
machen, dieser letztere Winkel aber nach (§.2.) gefunden wird, während in 
vorstehende (6.) die dortigen cosa^ cos/i^ cos/ gefunden sind, und analog 
auch cosa^ cos/?'^ cos/ sich ausdrücken lassen, so hat man alsbald: 

und diese Ebenen stehen daher auf einander senkrecht, so oft 

(9.) AA'i^BB'+CC' = 
ist. 

D. Sind die beiden, durch die Gleichungen (7.} gegebenen Ebenen 
mit einander parallel, so fallen die senkrechten Abstände OD und OD' in 
eine und dieselbe Richtung zusammen und es müssen daher die Cosinusse 

A . A' 

und 



desgleichen die beiden andern analogen Paare von Cosinussen, beziehlich ein- 
ander gleich sein. Dies ist der Fall, und ist nur dann der Fall, so oft 

(10.) ^' = ^ = £' 



*) Ist die Gleichung (3.) die einer Tangential-Ebene an eine, durch die Gleichung 
fjg^y^^ssO gegebene krumme Flache, d. h. ist für j7 = a undy = 6^ die dritte Ordinate ^^ 
der Ebene und der krummen Fläche, jede =^0, und sind für dieselben Weilhe von 
Xß y und z, 

ax dy dz 

so drücken die 3 Quotienten in (iß.) die Cosinusse der Winkel aus, welche die Normale 
an die krumme Fläche mit den Axen OX, OY, OZ macht, weil sie mit OD parallel läuft. 



86 ^* M. Ohmj Anwendung eines gewissen trigonometrischen Satzes. 

oder 

A^m4, B'z=mB und C' = fnC 

und m eine und dieselbe beliebige Zahl ist*). 

Wir geben endlich noch eine Anwendung des HQlfssatzes in einem 
andern Gebiete. 

§. 5. 

Geht man von dem Satze des KräßenparaUelogramtns aus, so kann man 
bekanntlich die mittlere Kraft (die Resultante) Po, aus n gegebenen Kräften 
Pi, P29 P3 . . . Pm es mögen die letzteren in einer Ebene, oder beliebig 
im Räume einen (materiellen) Punct gleichzeitig angreifen, allemal geo- 
metrisch construirt sich vorstellen, und zwar so: 

Man setze alle Kräfte durch Längen ausgedröckt, und OJx=Pi; 
darauf lasse manPs, von aus nach J^ hin, parallel mit sich fortrücken, so 
dafs sie die Lage AiA^ einnimmt; dann ist die dritte Seite OA^ des Dreiecks 
OA1A2 (nach dem Satze des Kräftenparallelogramms) die Resultante der beiden 
Kräfte Pi und P2. Stellt man sich nun wieder die Kraft P3, von O aus, parallel 
mit sich fortgerQckt vor, nach A^ hin, so dafs sie die Lage .^2^3 einimmt, 
so ist wiederum die dritte Seite OA^ des Dreiecks 0^2 ^3 die Resultante 
aus OA2 und P3, also auch die Resultante aus den 3 Kräften Pi, P2 und P3. 
Wird nun die nächste Kraft P4 von O aus parallel mit sich fortgeröckt ange- 
nommen, nach J3 hin, so dafs A^A^ ihre jetzige Lage ist, so ist OA^ die 
Resultante der vier Kräfte P^, P,, P3 und P«. Fährt man so fort, bis end- 
lich die n*^ Kraft P„ parallel mit sich von aus nach J^.^ fortgerückt wird, 
so dafs sie die Lage A^^^A^ einnimmt, so ist OA^=^P^y die Resultante aller 
n Kräfte Pi bis P„, der Gröfse und Richtung nach. 

Will man nun aus dieser Construction der mittlem Kraft (d. h. der 
Resultante) die letztere auch berechnen, so nehme man beliebige drei Axen 
UXy VYy UZ an, welche durch den Punct O gehen können, oder nicht. 



*) Es werden sich nicht ohne Interesse alle die analogen Probleme, welche in (fer 
Ebene vorkommen auf demselben Wege behandeln, d. h. in einer Ebene die auf einander 
senkrechten Axen OX und OY und eine Richtung OM betrachten lassen; dann für zwei 
Richtungen OM und OlW in derselben Ebene, der cosMOM', die Bedingungsgleichung 
des rechten Winkels; ferner bei Einfuhrung neuer Axen OÄ' und 0¥' der Ausdruck der 
neuen Coordinatenwerlhe j/ und y; dann die Gleichung der auf 0£^ senkrechten Geraden; 
der Winkel zweier gegebenen Geraden; die Bedingungsgleichung ihrer auf einander senk- 
rechten, oder ihrer parallelen Lage; zuletzt die Winkel zu finden, welche die Normale 
an eine gegebene krumme Fläche mit den beiden Coordinaten-Axen macht. 
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Dann sind 

«19 /^M yr, «2, ßl, ni «3, ßz, r^\ • • • «n, Ä, yn 

die Winkel, welche die Kräfte 

beziehlicb mit den Axen ÜX, ÜY, DZ machen; und macht die gesuchte 
Resultante Pn=OAn mit denselben Axen beziehlicb die Winkel «o, /?„, y^^ 
so dafs die Richtung A„0 der Seite des (n-fl)Seits 0^^ J^^} ... ^„0^ 
mit denselben Axen die Winkel 180* — cfü, 180^ — /3o, 18(y — yo einschiefst; so 
erhalt man nach dem Hülfssatze (I.), sobald man dieses (n-f l)Seit auf UX, 
oder UY oder UZ projicirt, sofort die Gleichungen 

(1.) Pi.co3ai'\'P2.cosa2-\- '*"\'P„,cosa„ = Po-coswo^ 
(2.) Px.cos/3, + P2.cos/?,+ ...-f P„.cos/5„ = P,.cosß,, 

(3;) Pi.cos/i + i^Ä-cosyaH |-P„-cosy« = Po-cosy«; 

und man ist zu gleicher Zeit von deren Allgemeingöltigkeit versichert, wie 
auch alle die a, alle die ß, und alle die y spitz, recht oder stumpf sein mögen *). 

Diese Gleichungen gelten, wie auch die Axen UX, UY, UZ gegen 
einander liegen mögen. Stehen aber letztere alle drei auf einander senkrecht, 
so hat man noch (nach §. 1. No. 6.) die Gleichung 

(4.) (cosao)H(cos/?o)H(cosyo)' = 1; 
und diese 4 Gleichungen reichen nun aus, die 4 unbekannten Po und a^, 
ßo^ yo leicht auszuwerthen. 

Wenn es sich trifft, dafs bei der geometrischen Construction der mittlem 
Kraft, nachdem die ersten n — 1 Kräfte Pi bis P„^i das «Seit OAiA2...A„^iO 
gebildet haben, die Resultante 0^„.i aus diesen n— 1 Kräften der n^^" Kraft 
P, genau gleich und genau entgegen ist, so dafs also der Punct A^ mit O 
zusammenfällt und statt des (n4~l)^^it^ ^^ots ein nSeit OA^Az^^^ A„^iO 
entsteht, während nun die n Kräfte sich offenbar im Gleichgewicht halten, so 



*) Nimmt man den speciellen Fall von nur 3 Kräften P^, P, und P, an, welche 
zugleich in aufeinander senkrechten Axen OX, OY, OZ wirken, in der eben bezeich- 
neten, oder in der gerade entgegengesetzten Richtung, und nimmt man diese Axen zu- 
gleich statt der Projeclions-Axen UA, UY, VZ, so gehen die Gleichungen (1 — 3.) in 

±P, = Po.cosa,, ±P, = Po.cos/9o, ±P, = Po.cosA 
über; wodurch die Zusammensetzung und Zerlegung solcher Kräfte (durch Rechnung) 
möglich ist. 
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darf man nur dieses n Seit auf eine der Richtungen, z. B. auf ÜX, projiciren, 
um die Gleichgewichtsgleichung 

(5.) Pi.cosai-|-^2COSa2 4" • •• -f ^»-cosa„ = 
zu finden. Projicirt man auf drei solche Axen, so hat man drei solche 
Gieichgewichtsgleichungen , aus denen dann die it*^ Kraft ihrer Gröfse und 
Richtung nach gefunden werden kann, welche den n — \ übrigen Kräften das 
Gleichgewicht hält. 

§• 6- 
Stellen in (§. 5.) die Buchstaben Pi, P21 P39 ••• Pn die Momente 
von n Gegenpaaren (Zwillingspaaren, Kräftenpaaren, couples de forces) vor, 
welche in n verschiedenen, durch d^n Punct O hindurchgehenden Ebenen 
gleichzeitig wirken, und sind die Richtungen, welche in (§. 5.) die Kräfte 
hatten, jetzt die gleichnamigen Axenrichtungen dieser Gegenpaare, *) so folgt 
aus dem bekannten Satze vom ^Parallelogramm der Gegenpaare'' (der un- 
mittelbar aus dem Kräftenparallelogramm hervorgeht), dafs in der Construction 
(§. 5.) die Gerade OÄ^ der Gröfse nach das Moment des mittlem Gegen- 
paars ist, welches statt der beiden Seitengegenpaare, deren Momente P^ und P^ 
sind, gesetzt werden kann, während die Richtung derselben 0^2? die gleich- 
namige Axenrichtung dieses mittlem Gegenpaares ist, so dafs die Ebene dieses 
mittlem Gegenpaares, durch den Punct O angenommen, senkrecht auf dieser 
Richtung OÄ^ steht und die (Dreh-) Richtung dieses mittlem Gegenpaares 
mit der Drehrichtung der Seitengegenpaare (deren Momente P^ und P2 sind) 
zusammenfällt, d. h. eine und dieselbe sein mufs, sobald die gleichnamigen 



'^) Wirkt in jeder von zwei verschiedenen Ebenen £^ und £^, ein Gegenpaar, und 
stellt man sich aus einem Puncte U^ und D, in jeder Ebene Senkrechte V^U^W^ und 
V^D^W^ auf die Ebene vor, welche nach den beiden entgegengesetzten Seilen der Ebene 
in's Unendliche fortgehen, so heifst jede solche, als mit ihrer Ebene fest angenommene Senk- 
rechte, die Axe dieses Gegenpaars. Legt man nun beide Ebenen mit den Puncten D^ und 
D^ und übrigens ganz auf einander, und findet sich, dafs wenn die Axenrichtungen ü^ V^ 
und Ü^V^ zusammenfallen, dann beide Gegenpaare in den mit einander zusammenge- 
fallenen Ebenen, einerlei (Dreh-) Richtung haben, so sind die gedachten Axenrich- 
tungen gleichnamige. Zeigen aber beide Gogenpaare (in der einzigen Ebene) entge- 
gengesetzte (Dreh-) Richtungen, so müssen sie einerlei (Dreh-) Richtung zeigen, wenn 
die eine der beiden Ebenen z. B. E^ mit ihrer (fest angenommenen) Axe umgedreht wird, 
so dafs nun die Richtungen D^V^ und Ii^n\ auf einander fallen; und nun sind diese 
beiden letztgenannten Axenrichtungen diejenigen, vteXche gleichnamige genannt werden. 

Im erstem Fall sind natürlich auch die beiden D, FT. und U^W^^ gleichnamige 
Axenrichtungen , so wie in dem andern Fall auch noch D^ W^ und D^ F, ein Paar 
gleichnamige Axenrichtungen sein werden. 
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Axenricbtungen, nämlich OAi^ die Parallele durch O mit AiA2 (^nicht mil AzAj 
und noch die OAz^ mit ihren fest daran haftenden senkrechten Ebenen zu- 
sammengelegt angenommen werden. 

Daraus folgt aber, dafs nun in der Conslruction (§. 5.) die Gerade OA^ 
der Gröfse nach das Moment des mittlem Gegenpaares vorstellt, welches statt 
aller n Seitengegenpaare (welche die Momente Pi^ P^^ P3, ... P„ haben) 
gesetzt werden kann, und dafs die Richtung derselben OA^ die gleichnamige 
Axenrichtung dieses mittlem Gegenpaares ist, so dafs die Ebene des letztern 
(durch angenommen) senkrecht auf 0A„ steht und die (Dreh-) Richtung des 
letztern zusammenfallen mufs mit der (Dreh-) Richtung z. B. des Gegenpaars,^ 
dessen Moment Pi = OAi ist, sobald beide gleichnamige Axenrichtungen 
OA^ und OAi auf einander gelegt gesetzt werden. 

Findet aber das {n-\'i)Se\iOAiA2... A„0 Statt, so giebt dessen Pro- 
jection auf die in (§. 5.) beliebig angenommenen Axen ÜX, DY und UZ so- 
gleich dieselben drei Gleichungen (1—3.) des (§. 5.), aus denen dann das 
Moment P^i=:OA„ des mittlem Gegenpaars, so wie die Winkel o,,, /j,,) y 
berechnet werden, welche die gleichnamige Axenrichtung 0A„ dieses mittlem 
Gegenpaares mit den drei Axen UX, UY und UZ macht *). 

Und findet sich bei der Construction , dafs der Punct A^ mit O zu- 
sammenfällt, was nur dann, aber dann allemal der Fall ist, wenn das mittlere 
Gegenpaar OA„_i ans den n — 1 Gegenpaaren P^, Pj, . . . P„-.i dem n**" Ge- 
genpaar P„ das Gleichgewicht hält^ weil sie gleiche Momente und entgegen- 
gesetzte (Dreh-) Richtungen haben, so giebt die Projection des jetzigen 
itSeits 0AiA2. .. A„_^iO auf die Axen, sogleich wieder die Gleichgewichts- 
Gleichungen. 

§. 7. 

Sind die beiden Seiten OA und OB eines Parallelogramms der Gröfse 
nach die Winkelgeschwindigkeiten, mit denen sich ein Körper gleichzeitig 
um die beiden Axen OA und OB drehen will, und sind zu gleicher Zeit 
OA und OB gleichnamige Richtungen dieser Dreh- Axen , so ist die Diagonale 
OC dieses Parallelogramms, der Richtung nach, die gleichnamige Richtung 
der Axe, um welche eine Drehung beginnt, und der Gröfse nach die Winkel- 



*) Eben so wie in der Note zu ($. 5.) kann man auch hier den besondern 
Fall betrachten, wodurch drei, in auf einander senkrechten Ebenen wirkende Gegenpaare, 
in ein einziges vereinigt werden, und auch das letztere wieder in die drei ersteren zer- 
legt wird (durch Rechnung). 
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geschwindigkeit dieser Drehung; wie sich solches aus dem Parallelogramm 
der Kräfte leicht beweisen läfst. 

Daher giebt die Construction (§. 5.) sogleich die gleichnamige Rich- 
tung der Dreh-Axe 0A„, während 0J„ der Gröfse nach die Winkelge- 
schwindigkeit der Drehung um diese Axe ist; und diese Drehung ersetzt alle 
die n gleichzeitigen Drehungen, deren Winkelgeschwindigkeit der Gröfse nach 
durch die dortigen Pi, P2, . . . P„ ausgedrückt wird, falls nur die dortige» 
Richtungen mit den gleichnamigen Axenrichtungen dieser letztern n Drehungen 
zusammenfallen. 

Aber eben deshalb giebt die Projection jenes n -[^ 1 Seits auch jetzt 
wieder die dortigen Gleichungen (1 bis 3.)? aus denen die Winkelgeschwin- 
digkeit Pi)=OA„ der mittlem Drehung und die Winkel «09 Ä^ ^o berechnet 
werden können, welche die gleichnamige Richtung dieser mittlem Dreh-Axe 
mit den Axen UX, VY und ÜZ macht.*) 

Und halten sich die n Drehungen im Gleichgewicht, so giebt die Pro- 
jection des 11 Seits OA^A^... A^^^O sogleich wieder die dortigen Gleichun- 
gen (5.) des Gleichgewichts. 

Diese Beispiele reichen aus, die Fruchtbarkeit des obigen Hülfssatzes 
anschaulich zu machen ; Unzählige andere Beispiele, besonders auch für Figuren, 
die sich in einer Ebene gestaltet haben, Qbergehen wir. Schliefslich aber 
werde noch ausdrflcklich bemerkt, dafs wir recht gut wissen, wie die Anwen- 
dung dieses HQlfssatzes auch bei andern Schriftstellern schon angetroffen wird, 
dafs aber unsers Wissens noch* nie darauf aufmerksam gemacht worden ist, 
dafs er so durchgreifend benutzt werden kann und die Resultate mit stets 
gleicher Einfachheit, Kürze und Schnelligkeit liefert. Diese Nachweisung in 
einer Zusammenstellung aller wissenswördigsten Grundwahrheiten der analy- 
tischen Geometrie, wie in mehreren der wichtigsten Fragen der Statik und 
der Dynamik zu geben, ist der alleinige Zweck dieser kleinen Arbeit. 



*^ Die Gleichungen in der Note zu (§. 5.) geben natürlich auch wieder sogleich die 
Zusammensetzung dreier gleichseitiger Drehungen um rechtwinklige Axen in eine ein- 
zige, so wie die Zerlegung dieser letztern in die drei erstem, durch Rechnung. 

Berlin, im November 1853. 
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6. 

De eonipositione numerorum primornm formae 4\-f i 

ex duobus quadratis. 

(Scrips. Henr. Jo. Smith, Oxoniensis.) 
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io continaa, cujus numerator, qui determinanti 




y, 1 . . 
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0-1 ^3 I . . 
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• • • • • • X 



0. —iq„ 
aeqaalis est, per bujusmodi formalam (^i ^2 ^3 • • • ^n-i 7n) exprimatur. Erit ergo 
IVi ^2 . . . y,-i fl^i] = [y* Vi-i • . . ^2 yj et 

[9l • • • 9«] =[^1^2... yj.[y£+l • • • yn] + [yi ^2 . • . yi-l]- [yi+2 . • . 9n]; 

quae aequationes pendent ab illa forma delerminantali, ambae autem L. Eulero 
debentur. 

Itaque, si quantitatum q par sumatur numerus, ipsae que ita serie 
symmelrica disponantur, ut binae inter se aequales fiant, elucet, quantitatem 
[^i92 ••• ^i^i- •• ^2^1] summam fore duorum quadratorum inter se primoruro; 
fit enim 

[^1^2... qiVi'-V29i^ = [^1^2. .yir + [yiy2.-.y,-ir... 

Contra in numero quotientium impari, erit 

[yi-.yi-iVi9i-i- •72^1] = (yi..yi-.i).{[yi ..yi] + [yi..yi-2]}, 
onde coUigis, numerum [^1 . . . ^, . . . ^1] primum esse non posse, nee duplicem 
numeri primi; si quidem casus excipis, in quibus, aut i unitati aequatur, aut 
j binario, ^1 unitati. 



92 ^' Smiih, de numer. prhn. formae 4A+1. 

Sit p namerus integer datus; /u^, fi2^ ... fis series numerorum, qui 
ad p primi sunt, ipsius que p dimidio minores. Formentur fractiones continuae 

i^, i^, ... i^; qaae omnes tta termineiitur , ut is quotiens qoi in extremo 

loco ponatur, unitatem superet. Hinc patet, quanta fuerit nomerorum /Hi^^h^'^'f^M 
multitudo, tantum fore numerum delerminantiam [91 • • . ^„] , qui dato numero p 
aequaies erunt, neqae praeter illos ullum dare ejusdem formae determinantem, 
cujus et primus et extremus quotiens unitate major sit, qui que numero p aequalis 
esse possit. 

Jam vero, quum duo determinantes [^i-'-^n] et [^n***7ij aequaies 
sint, quum que ipsum ^„unitate majus sit, apparet [^»•••^i] ex una aliqua 

fractionum — oriri. Unde sequitur, data quavis fractione — , inveniri posse 

aliam in eadem Serie, quae quotientes eosdem, ordine inverso, repraesentet. 

Sit p primus, formae 4A-[-l; ut numerus determinantium ipsi p aequa- 
lium par existat. Quum ipse p unus e determinantium serie fiat, unus certo 
alius inveniri poterit in quo quotientium ordo invertendo non mutatur. Cum 
Sit ergo 

erit denique 

Quam tbeorematis Fermatiani demonstrationem maxime elementarem esse 
patet, quum pendeat a conversione fractionum vulgarium in fractiones continuas. 

Siügulos autem formae 1-f or^ divisores ex duobus quadratis conflari, 
eodem modo demonstrare in promptu est. Sit enim 

jj^y = 1 -j- ar^ . . 
apparet fore 

/^ — [9iy2...y,y,. .y2yiL 
^ = [yi ^2 . . . yi ^i . . • V2I 

Oxford, Maio 1854. 
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7. 

Quelques considerations sur Pequilibre du poIygone 
funiculaire, et sur la chainette. 

(Par M. Stelchnt, professeur ä l'ecole militaire de Bruxelles.) 



§. I. 

iVvant que d'en venir a la qaestion generale que nous nous pro- 
posons de traiter ici, nous croyons utile de reprendre par quelques notions 
preliminaires. Soit un polygone funiculaire ayant n noends; on donne les 
intervalles ou longueurs de cordon qui separent les noeuds consecutifs et les 
iotensites et directions des Forces extremes et intermediaires qui les sollicitent, 
a Texception d'une seule force qui reste inconnue en grandeur et en direction, 
et qui doit dtre determinee d'apres la condition quil y ait equilibre. Je dis 
que dans ce. cas on peut toujours trouver la figure d'equilibre du polygone; 
et que la force inconnue est egale et contraire a la resultante des n — 1 forces 
donnees, ramenees parallelement a elles-mömes au noeud ou point d'application 
de cette force. 

Soient {a, b,c,d,... g, h) (Tab. III. Fig. 1) les n sommets consecutifs, et 
ab, bc, cd, . . . ^A les intervalles developpes en ligne droite de ces noeuds, 
(P, Q, X, Z) les forces extrdmes donnees en grandeur et direction, R, S, 
T, V, W les forces intermediaires donnees de la möme maniere, U la force 
inconnue appliquee au sommet e, et definie par la condition qu'elle fasse 
equilibre aux forces des autres sommets: la question consistera donc dans la 
determination de la figure du polygone et de la force (7. En faisant commencer 
cette figure en un point arbitraire a, et construisant d'abord sur les forces P, Q, 
appliquees ä ce noeud, un parallelogramme, on n'a qu'a prolonger sa diagonale 
contraire, pour obtenir la direction et la position du premier cöle du polygone; 
de plus sa tension de b vers a est une force bn egale ä la premiere diagonale am. 
Sur la droite bn et la force R on construit un second parallelogramme; il 
donne la diagonale bp qu'on prolonge en sens contraire d'une quantite bc 
egale a Tintervalle rectifie entre les 2'^*"*" et 3'^'"^ noeuds: on a par la la di- 
rection et la position du second cote du polygone. On peut faire remarquer 
que si la ligne d'action de R n'est pas dans le plan (P, Q , ab)^ le plan 
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(abyM,bc) n'a que la droite ab commune avec le premier: de plus la tension 
de bc de c vers b, sera la resultante cy des forces P, Q, R ramenees paral- 
lelement a elles-mömes au sommet b ou c. Pour avoir ensuile le 3'^"*^ cöte crf, 
on construit le parallelogramme sur cq et S, et Ton proionge sa diagonale 
en sens contraire d'une quantite cd^ igale ä rintervalle rectifie entre les 3'^*"^ 
et 4^^""* noeuds: la tension de d vers c est la resultante des forces (P, Q, R,S) 
ramenees en d ou en c; de la on conclut encore une fois la position du 
4*^'"* cöte de; et sa tension de e vers d est la resultante des forces 
(P, Q,'R, Sj T), ramenees en d ou en e, Mais elanl une fois parvenu au 
sommet e, sollicite pas la force D encore inconnue de grandeur et de di- 
rectioD, on doit cbanger de marchev et reprendre de la maniere suivante: 

La tension du cordon ef de e vers f doit dtre en grandeur et en 
direction la resultante des forces (VyWyX^Z) toutes connues d'intensite et 
de direction: ainsi, apres avoir construit a part cette resultante, on mene par 
le sommet e une droite ef parallele ä sa direction, et Ton porte une lon- 
gueur egale a Tintervalle rectifie des noeuds e, f; on voit aussi que la force V 
est par la egale et contraire ä la resultante des tensions sur ed^ ef, ou ä 
la resultante de toutes les forces connues, ramenees parallelement a elles- 
mdmes au noeud e. Le restant de la Solution est manifeste, et Ton pent 
comparer ce qui vient d'dtre dit avec la Solution de Poisson (tomeL page551). 

Mais cette maniere directe et immediate de proceder ä Taide des 
donnees fondamentales ne se maintient plus, des qu'une fois on veut faire 
un pas de plus, et traiter cette autre question qui nait naturellement de la 
premiere: ün polygone funiculaire est attache par ses deux extremiles 
ä deux points^ fixes A , B ; it a n noeuds places ä des inlervalles recti^ 
fies, connus; chaque noeud Ni, N2, N3, ... N„ est sollicite par une 
force donnee de grandeur et de direction : on demande la figure d'eqm-' 
libre du- sgsteme. Les indications un peu vagues donnees par Poisson, ne 
suffisent pas pour trouver les equations de condition explicites dela question; 
le fait mäme de la Solution qui suit, justifiera notre assertion; car il faut ici 
une generalisation de la composition des forces que Tauteur cite n'expose nulle 
part dans son ouvrage, et qui a ete deja indiquee brievement dans nos me-- 
moires precedents. 

Soient 1\ T' les tensions inconnues des deux cötes ou cordons extremes, 
considerees comme des forces actives, agissant de Ni vers A, et de iV„ vers Bf 
de Sorte que requilibre subsiste entre les forces inconnues T, T*, et les forces 
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coonaes P, P\ P", P'", . •. qui agissent aux sommets A^i, iVj, ZV3, N^^ ... 
respectivement. En pla^ant avec Poisson Torigine des coordonn^es rectangles 
an premier point de snspension A, et nommant {k, fi, rj) (k', fi', r{) les coefficients 
de direction des forces T, T', par rapport a ces axes, («,/?,/)(«',/?',/).• . 
ceax des forces P, P\ . . . , on obtient d'abord les conditions 

/T.A+T'.;L' + P.a + P'.a'-|-P".a"+etc.etc. . . . = 0, 

lT.^+T'./t'+P./3 + P'./9'+P"./9"+elc = 0, 

^''•^ \T.7?+T'.V + P.y + P'./ + P"./'+etc = 0, 

(r + /.^ + ^^ = l, A- + /,--fV^=l, ,.. ^ 

ce qui forme cinq equations seulement pour determiner les 8 inconnues T, 
T', k, iLc, . , . Tj'. On coDQoit d'ailleurs immediatement que celles-ci etant 
une fois trouvees, on peut determiner ensuite par leurs moyen la figure d'e- 
quilibre du sylteme. Ainsi donc la difficulte de la question se reduit d'abord 
ä decouvrir les trois autres equations de condition entre les donnees et les 
inconnues. Sans doute elles doivent resulter, comme le dit Poisson, de ce 
que la position des deux points fixes est donnee, et on doit les obtenir, en 
caiculant les valeurs des coordonnees de Tun de ces points, rapporte aux 
axes de Tautre pris pour origine, c'est-ä-dire les projections du periroetre 
funiculaire sur ces axes, et les egalanl aux valeurs connues de ces mömes 
coordonnees. 

Mais ces indications ne suffisent möme pas pour faire comprendre 
comment ces projections renfermeront les inconnues T...rl; c'est apres tout 
ane difficulte quMI faut eclaircir, en montrant la loi de dependance qui subsiste 
eotre ces projections, les donnees {P,P', ... a, ß,^, ...) et les inconnues 
T, T', ... 7]'. Or en prenant 

et considerant que les droites /^ /;,^i sont, la premiere en sens contraire de T, 
et la derniere dans le sens möme de T\ on obtient pour leurs projections sur 
les axes coordonnes: 

— A/l, — /i/i, — ^.'m ^-''if+M /^'-'/.-Hl^ V-'n+l- 

Ainsi en nommant m, n, p les coordonnees de B par rapport aux axes en A, 
on obtient; 

a'./„+i — ^./i-f-'2COs(/2ar)-f /3COs(/3a?)-|-/4Cos(/4a?)-f- etc. ... = m, 
/i'./„+i— /i-/i + (2C08(/2y) + /3Cos(/3y) + /4Cos(/4y)-H«*c. ... = n, 
V./n+i — '7.'i + /2COS(/2 2:)-|-/3COs(/3ar)-|-/4COS(/4 3^)+etc. ... =s p. 

13* 
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Or pour faire ressortir maintenant la loi de dependance sont il s'agit, 
et dans la vue de transformer en consequence les trois relations qu^on vient 
de Irouver, je nommerai Äi, Äj, JR3, ... les resultantes des Forces (T,P) 
{T,P,P'){T,P,P\P'), et j'aurai par la: 

De plus, comme la projection d'une resultante sur un axe est toujours egale 
ä la somme des projections des composantes, il vient: 

B,cosiR,x) = k.T'\-a.Pf R,cos{R,y) = fiT-YßP, 
R,cos{R,z) = riT'\-YP; 

Puisque donc la droite h comptee de N^ vers N^ forme le prolongement 
contraire de la resultante Ri^ on doit avoir: 

cos (/j 07)= i^^^ C0S(/2y) = — ^ ^^ , C0S(/2 2:)= ^ J^ ' 

Mais la loi generalisee de la composition des forces dpnne: 

Ä^= T^+P^-f P'^ + 2PTcos(P, T)-f 2PP'cos(P,P') + 2P'rcos(P'i T) 
= p^J^p*^J^T^J^2PP\aa'-\-ßß'^YY')-\-2P'T{a'X-{-ß:fi-\-Y'ri) 

-\.2TP{al^ßfi-^yri\ 
et pour cos((5j:), cos(/3y), cos(/3 2r) on trouve encore les valeurs: 

cos(/3 5) = — etc. 

Ayant la loi de composition analytique generale qui ressort de lä 
pour les resultantes ulterieures R^, ... R„^ et pour les directions des cötes 
(1^ /s, . . . /„, on voit Sans nouveaux frais de calcul, et en conservant neanmoins 
les quantites Ri^ Ri^ ... comme abreviations, que les trois egalites obtenues 
ci-dessus deviennent: 

^ «n+i — ^-«1 — '2 ^ «3 bT^ ®'^- etc.... = w, 

(60 Lx,,-^.,,-^.ü:^-,,.>tE±^±ez-^... =n. 

Or eu egard aux valeurs de /{i, JSi^ ^9 • • • en fonction des donnees et 
des inconnues, on'voit maintenant que les trois dernieres equations subsistent 
elles-mdmes entre les donnees et les inconnues; partant qu'en combinaison avec 
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les cinq equations (a.)? elles sont necessaires et süffisantes pour faire connaitre 
las tensions extremes en grandeur et en direction, et partant la figare et I'a 
Position d'equilibre da poIygone propose. On obüent ensuite les tensions sar 
4) h^ "' par les valeurs des forces JRi, fts? ... Si la figure du polygone 
est fermee, le point B coincide avec A, et dans les equations (6.) on prendra 
]sn = 0, n = 0, /; = 0. 

On peut s'arrdter de plus pres ä Texamen du cas particulier ou toutes 
les forces sollicilantes P, P', P'", . . . se reduisent ä des poids qu'il est 
permis'de considerer comme paralleles. En prenant alors Taxe Az suivant 
la verticale descendante du point Ay Taxe Ax suivant Thorizontale tracee 
par A dans le vertical encore inconnu ZAN^^ et allant de A vers By Taxe Ay 
suivant Thorizontale, normale en ^ a ce plan, on obtient: 

ce qui donnera: 

cos(/,a7) = — -^, cos(/2y) = 0, cos(/2a:) = — ^, 

XT nT 

cos{l^x) = — -^, cos(/3>-) = 0, C0S(/32r) = — -^ ; 

ainsi tons les cötes /s, 4, (i, ... In sont dans le vertical determine par la 
verticale ^2: et par le. premier cote l^. De plus, le cdte l^^^=zN^B devant 
se trouver suivant le prolongement conlraire de la resultante des forces Rn 
et du poids i^""*^ qui agit au sommet N^^ est encore situee dans leplanZ^iVi; 
de Sorte que ce plan est le vertical m^me conduit suivant la droite AB; et 
Ton a parconsequent aussi ^' = 0; ce qui rend la seconde equation (d.) iden- 
tique, ou donne n = 0. Faisant ensuite pour abreger: 

et nommant Q la sorame des poids P, P\ ... P^""^^ suspendus aux noeuds, 
les premieres et troisiemes equations {a^b.') deviendront: 

(a.) .T.l^T.l' = 0, r.i?+T'.V + Ö = 0, r + 7?^=l, i'^ + r/-^=l. 

En designant par (py (p' les angles des forces Ty T' avec la verticale ascen- 
dante, on obtient: iy = — cos^?, V = — cos^?', ^=— sin^?, i,' = -]-siny'. 
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et les six eqaations (a^ 6\) se ramenent aux quatre suivantes: 
(1.) — r.siny+T'.siny' = 0, 
(2.) —Tcos(p—T'cos(p''^Q = 0, 
(3.) {li+fV. T) sin (f = tn- 1„^, . sin 9?', 
(4.) (/t+fr.T)cos(^ = P + in^i-ooscp', 

dans lesquelles la quantite W a maintenant la valeur: 

ir=/2:ylT'+JP'-2P.r.cosy] + /3:>/[T^4-(P+P'f— 2T(P+P')cos9] 

Ainsi, etant donnes les deux points de Suspension, les intervalles 
/m '2. • • • fnj fr,+\ et les poids P, P'j P", ... qui agissent aux divers 
noeuds d'un polygone, on peut deduire des equations (19 2,3,4.) la figure 
d'equilibre correspondnnte, apres avoir calcule les tensions extremes en gran- 
deur et en direction. II est vrai qu'en s'en tenant au sens naturel de la 
question, ce qui suppose les 2ii4-3 donnees Z^, /j, ... /„^i, P, P', ... m, p, 
on obtiendrait avec beaucoup de peine les quantites inconnues T, T\ (p, (p'. 
Mais si, en conservant les donnees A , . . . /n+i, et P, P', P*\ . . . on considere une 
fois comme inconnues les deux quantites m, p, et qu'on se donne a leur place les 
deux autres T, (pj on pourra calculer les valeurs de T, (p' par les equations (1, 2.) 
dont la premiere fait connaitre q>', et la seconde T'; car elles donnent: 

Q.sincp' = T.sin(y-f y')^ Q.s\n(p=i T\sin{q)-\-(p'). 
De plus, q)^ T etant donnes, la quantite W peut dtre calculee en valeur de 
(p, Ty Py P", . . . P^''"^>, 4, /j, . . . /,, et doit parconsequent 6lre consideree 
comme connue dans les equations (3, 4.) qui sont donc propres deslors au 
caicul des coordonnees tn, p. Ayant obtenu ainsi T', ip\ m, p, on a la valeur 
de Äi = >/(THP^-2P.T.cosy), et ensuite: 

cos(/2a?)= T.sin^?:/^!, cos(/2«)= T.cosyrJRi. 

On procederait de mdme pour la tension et la direction des cötes 
'3^ '49 • • • 'i- Ainsi se trouve resolue la question modifiee, dont voici Penonc^: 

IJn polygone funiculaire est attache par une extrimite ä un poini 
fixe Ä; le cote qui y ahoutit doit avoir une tension connue, et une direction 
donnee A^\: on Charge les noeuds A^^, JVj, ... N^ de poids connus: 
quelle doit etre la position du second point d*aUache, pour que Vequilibre 
sulmste S0U8 les eonditions preserites, et quelle est la figure du polygone? 
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On poarrait demander aussi dans qaels rapports il faut faire varier les 
poids, poar que la figure et la position d'equilibre se conservent les memes. 
II s^ensuit d'abord de lä que les angles (p^ cp' doivent rester invariables; ce 
qai prouve que les tensions T^ T' devront varier en raison m&tne du poids 
total, applique aux divers sommets. En outre les quantites m, p, devant rester 
constantes, aussi bien que les angles q>, ip^, d'apres la nalure de ia question, 
on voit par chacune des equations (3, 4.)^ que la quantite {l^\W.T\ partant 
Celle W.Ty doit encore conserver une vaieur constante, lors de ralteration 
des poids suspendus, d'apres de certains rapports encore inconnus. Si donc, 
par suite de cette reduction qui change par exemple P , P\ P**, . . . en 
Po? Pi'i P2'i '-'<) W devient une quantite FFi, h fois plus petile, que sa 
valenr primitive, il faudra que la tension T devienne T^, Ti etant h fois 
pIns grand que T. Cela donnera: 

/,:Ä/[T»+P«— 2P. T.C0S9] -Vh-VU' + (P+PT -2 r(P-}.P')cos(p]+ etc. 
Or cette derniere condilion est satisfaite generalement , si Ton prend: 
p^ = h.P, P, = h.P', P^ = h.P', etc., 

et de la mdme resultera pour la nouvelle tension 7\ une vaieur h fois plus 
grande que T, conformement a ce qui est requis par les equations (1, 2), 
pnisque le nouveau poids total Qi devient aussi h.Q. Ainsi, dans i'hypothese 
que tous ies cordons soient inextensibles, la figure d'equilibre n'est pas alteree, 
si Ton reduit tous les poids y appliques dans dn m^me rapport. Ce fait est 
analogne ä la propriete de la chalne pesante et homogene qui affecte une 
forme courbe, independante de sa densite. 

§. II. 
Remarques sur la chainette. 

Nons venoiis de voir que ia question du polygone funiculaire peut dtre 
envisagee de deux manieres differentes, selon les donnees et les inconnues 
qoe Ton adopte; et qu'une fois les eliminations sont pour ainsi dire impossibles, 
tandis que Tautre fois elles n'offrent absolument aucune difficulte. La theorie 
de Ia chainette presente de möme Ia difficulte de la resolution d'equations 
tranacendantes, dans la determination de certaines constantes, et Ton y est 
natorellement conduit a ces deux questions distinctes: 

l''. J^tant donnees la longueur l de la chaine et les deux points de 
Suspension A, B, ou les coordonnees {a, ß) du second point B par rapport 
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ä un axe horizontal Ax\ et ä un axe vertical Ay': äe'terminer la con- 
stante et les dimensions correspondantes de la courbe, et nofamment les 
coordonnees du sommets D (Fig. 2). 

2'\ Un premier point de Suspension A etant donne, et la courhe 
devant passer par un sommet D connu^ dont les coordonnees (t^ u) par 
rapport aux axes Ax\ Ay' ont parconsequent des valeurs assignees: 
deferminer la consfante ou le parametre de la courbe, etc. 

Habituellement les autears de mecanique rationnelle, en traitant ce sujet 
de la chainette, ne fonl pas ressortir ce double point de väe de la theorie 
et de ses applications. Les remarques soivantes pourront donc offrir encore 
quelqu'inlerfit, et 6tre uliles dans de certaines circonstances. 

D'abord la premiere question est traitee completement dans Pouvrage 
de Poisson (2'^'"" edilion 1833). En designant par k le parametre de la 
courbe, c'est-a-dire la longueur inconnue d'une chalne de mdme densite que 
la proposee, et dont le poids marque la tension horizontale au sommet D 
de la courbe, on obtient la relation 

(I.) r-/?^ = i2(^f^^-f_2). 

La determination de a par le moyen de cette equation et des essais 
successifs est tres laborieuse, exceptio dans le cas particulier oü le rapport 
\{r' — ß^):a est tres pres de Tunite, ce qui suppose aussi le rapport l:a 
fort peu superieur ä Tunite pour ß = 0. Alors, en developpant le second 
membre^ on a la valenr approcbee: 

Mr. Egtelwein evite le calcul des essais successifs d'une maniere inge- 
nieuse, par le moyen d'une table a trois colonnes dont Tune renferme les valeurs 
de Tabscisse t en fraction de l, la seconde les valeurs correspondantes de 
Tordonnee caiculee en fraction de i., par le moyen de Tequation de la courbe 
entre x et y ou / et w, tandis que la troisieme colonne renferme la valeur cor- 
respondante de u:t, Par lä on peut resoudre aisement tous les cas particuliers 
de la question N^ 2, et m6me d'une maniere sufGsamment approcbee pour la 
pratique, quand on veut recourir aux parties proportionnelles, comme on le 
fait avec les tables de logarithmes. La nouveile trigonometrie de Mr. Guder-- 
mann fournit une Solution plus approcbee encore, mais le travail du caiculateur 
nous paratt bien plus considerable. Ensnite, pour completer la question. on 
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peut demander la longueur / de la chalne, apres avoir obtenu son parametre 
k par les donnees f, u. Or comme Tarc s, compte du sommet«» a la valeur 
^{2XU'\'U^)^ on aura / par requation 

(III.) / = )/(2Aii + u') + i/t(2A -jii ~ ß;, (u - lij] , 

qui fait connaüre la longueur de la courbe, passant par un premier point de 
Suspension ^^ par un sommet donne D, et devant se rattacher a un point de 
Suspension B inconnu qui ait neanmoins nvec le poinl A une diiTerence de 
niveau inferieure fi donnee. Si cette diiTerence est supcrieure, on cbange 
u — ß en u-\- ß dans la formule (III.)« Celle-ci resoul encore cette question 
accessoire : 

On suspend ä deux poinU- A, B de niveau , et eloignes d'un in- 
tervalie a, vne chaine de longueur / > er ; on mesure sur la courbe for- 
mee la plus grande fliehe de flexion u: deduire de lä le parametre l, 
QU la tension horizontale; car dans ce cas ß=0^ et Ton connait ä la fois 
l, u dans Tequation (III.) qui donne ensuite X par un calcul fort simple. 
Ne pourrail-on pas deduire de la un moyen d'nppreciation de la raideur 
naturelle des cordes, eu egard ä leurs diamelres? Ayant en effet plusieurs 
cordes de möme longueur et de diametres dilTerents^ on pourrait suspendre 
d^abord ä deux points fixes un fil tres delie, tres flexible, et d'egale longueur; 
ce fil donnerait lieu a une fleche de flexion u tres peu differente de sa valeur 
rationnelle, et qu'il suffirait de mesurer; mais chaque corde etant ensuite sub- 
stituee au fil, donne lieu a une fleche de üexion f<iUy par TeD'et de la raideur 
naturelle qui detruit en parlie Tinflexion düe au poids de la corde: et evi- 
demment le petit exces lineaire u — f marque en queique sorte pour un dia- 
melre de corde donne, et pour une longueur / et un intervalle a, le defaut 
de flexibiiite ou la raideur de la corde. Mais pour deduire de lä quelques 
Yues theoriques, il faudrait trouver une. definition generale exacte et precise 
ä la fois, de ce qu'on nomme un peu vaguement la raideur. Dans le cas 
de fi^ / donnes, oü Ton aurait besoin de calculer X ä defaut de tables, par 
les essais successifs, il faudrait recourir ä Pequation de la courbe qui donnerail: 

(IV.) u = \l{e'-\-e ^-2), 

et des lors, avant que d'entreprendre aucun essai, il sera au inoins utile de 
connaltre la limite inferieure de l; la limite superieure ^<C/ne saurait servir 
ici, puisque les donnees sont par hypothese t^ u, et que / est encore inconnue. 
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Or Tarc coarbe compris entre D e\ A est plos grand qae la corde AD de 
ces deux points; cela donne: 

2X.u^u'>AD\ ou >/H«''^ 0^ *'>^' 

Faisons remarquer que la seconde inegalite qui resolte de la compa- 
raisoD de Tarc DB avec la corde, ne pourrait pas gtre employee, comme 
renfermant les deux constantes a, ß, et qu'il est seulement permis de con- 
siderer comme connue Tune d'elles. D'ailleors Tinequation l^t':2u est d'une 
grande simplicite, et dans tous les cas particuliers ou Tordonnee u a une 
valeur assez faible par rapport ä Tabscisse t, on peut commencer par prendre 
A = /^:2ti, ce qui revient ä confondre la chainelte avec une parabole ä axe 
vertical et de sommet D. L^egalite (IV.) doit en tout cas servir a donner 
ensuite pour l une valeur plus approchee de L On ne doit pas perdre de 
vüe non plus que les quantites l, u croissent et decroissent en sens contraire, 
c*est-ä-dlre que quand l'une augmente, l'autre diminue, et reciproquement. 

En resume la metbode des essais successifs appliquee ä la Solution de 
la (jueslion (2^), est laborieuse, a Texception du cas special oü il est permis 
de confondre d'abord la courbe avec la parabole. Celle de Mr. Eytehvein 
est au contraire expeditive, et nous parait preferable sous tous les rapports: 
c'est pourquoi nous sommes naturellement conduit a recbercher si eile ne pourrait 
dtre generalisee et etendue ä la Solution numerique de tous les cas particuliers 
qui se rattachent a la questton (!''.)• ^^i^ avant que d'exposer le resultal de 
notre investigation, il convient d'etablir les equations de condition entre con- 
stantes par la nouvelle voie d'elimination qui resulte d'une fa9on si reguliere 
de Temploi des notations trigonometriques de Mr. Gudermann. L'equation de 
la courbe rapportee aux axes Dx, Dy du sommet, etant en coordonnees 
reclangles : 

devient d^apres le texte et dans les notations de Tauleur: 

La condition de la courbe, de passer par les deux points de Suspension, Tun 

Ä = (a — /,ii — /3-|-^), Tautre A=^{—t,u)^ donnera: 
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d'ou: 

(flr.) -ß =: l. ((Eoi -^ - doi y). 

Mais on a aussi pour Tarc s, exprime par Tabscisse horizontale: 

X X 

d^oü Ton conclut immediatement: 

(6.) 1 = 1 (®tn -^ + ©in y ). 
Or 

<5o«^-So«y = 2®m^®iny, ®tn^-f ®tny = 2®m^go«y; 

ce qui donne par Substitution dans ies equations (^a, 6.) : 

— /9=2A.®tn^.®my; /=2i.^.So«y = etc., 



partant 



r'^ß' = U\Qixe^ = k\e''\'e ^-2). C.Q. F. T. 



Cette derniere egalite est identiqne an resultat de Poisson, exprime 
par requation (I.) , et Ies deux avant-dernieres serviront a caiculer t, et en- 
suite Uj quand l est connu. Or nous voyons par la forme de (I.)^ que si 
Ton prend: 

F=^A(^^+r'^-2), d'oü r-ß' = 2l.Y, 

et qne Ton se donne diverses valeurs de a en fraclion de l, on peut calcuier 
Ies valeurs correspondantes de Y en fraction ou en nombre fractionnaire de k, 
de la mäme maniere que Tordonnee verticale d'une chainette dont Tabscisse 
serait a; ce qui est fourni par la table de Mr. Eytelwein. Ainsi, en concevant 
diverses valeurs indeterminees A1A2A3... l„ de l, et prenant successivement 

a = //li^i, W»2^, '/»3^39 • • • ^n^ny 

on obtient immediatement pour Y Ies valeurs correspondantes: 

et pour |/(/^ — /?') = |/(2A . F) , on aura a Taide des nombres auxiliaires 
^Vi ^9 ^39 • • • • 

iiC-ß") = i/(2ri,).X„ y(2»,).X„ i/(2»3).A3, ... y{2n„).X„. 
En inscrivant dans une mdme colonne verticale d'nne table Ies valeurs de a, 
on inscrira dans une deuxieme colonne ies valeurs correspondantes de ^{l^—ß*)^ 

14* 



104 7. Steichen, sur le polyg. funiculaire et sur la chnineiie. 

de maniere que les noinbres m^ et y^ = }^{2n^) se trouvent Tun ä cöle de 
Tautre sur une mäme ligne horizontale. Dans une troisieme colonne on inscrira 
les quolienls q^ : m^ ou les diverses valeurs du rapport }/(r — ß^):a, en ob- 
servant le mdme ordre dans les indices. De cette fa9on la table se trouve 
toute formee; et par son moyen on peut resoudre la question de la deter- 
niination de ly etanl donnes /, a, ß. En effet, soient l\ a\ /3' leurs valeurs 
numeriques actuelles ; on evalue le rapport |/(/'^ — /3'^; : a', que Ton cherche 
ensuite dans la troisieme colonne de la table. Supposons que le nombre qui s^en 
approche le plus, n'en diiTere pas d'une quantite sensible et qu'il occupe la />^'^'"*' 
ligne horizontale; le nombre de la deuxierae colonne aura ia valeur y^.i^,= /', 
cequi donne A^, = /'.v/^, et par la premiere on obtient l^ = a! :m^. Cette double 
valeur de X^ offre un moyen de coniröle süffisant; mais si la valeur en nombres 
du rapport )^(/'^ — /9'^ : a' differe sensiblement de celui de la table qui en ap- 
proche le plus, il faudra faire la correclion par les parties proportionnelles; 
comme cela se pratique pour les logarithmes. Sous ce rapport les intervalles 
de la table de Mr. Ej/fetwein me paraissent assez resserres; mais eile ne 
s'etend peut-etre pas assez loin, pour qu'on puisse former par son moyen une 
table nouvelle suffisamment etendue. En eiTet, en prenant les derniers nombres 
qui la terminenl, savoir a = 3A, r = 9,06766a, on trouve }/2n = 4,258558, 
ce qui donne }/(r — /:?^):«=^ 1,41952; ainsi en se limilanl ä « = 3A, on ne 
pourrait resoudre numeriquement que les questions dans lesquelles le rapport 
de y'(/^ — /i^):a, ou celui de l:a pour /3 = 0, ne surpasserait pas 1,42 au 
plus. Mais il ne serait pas bien long de pousser plus loin la table a former; 
car en mettant l'equation (I.) sous la forme 

on attribuera au rapport a:l, ä partir de 3, des valeurs croissantes jusqu'a 
une limite superieure pour laquelle la valeur correspondante du rapport du 
premier membre avec a soit plus grand que la plus grande valeur pratique 
de ce rapport: on calculera les valeurs correspondantes de }/(r — ß^) en parties 
de )i, et Celle du rapport de la quantite radicale ä a, et Ton inscrira ces 
nombres obtenus une fois pour toutes, dans la table ä former, et que ron 
peut prolonger aussi loin qu'on veut. Od peut 'faire remarquer encore que 
la question pouvant dtre resolue approximativement par la formule (II.) dans 

tous les cas de / tres peu superieur a a, ou de -^ — Ires peu dilTerent 
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de Tanite, il est inutile de faire commencer la table a ane tres petite fraction 
de l: car en prenant par exemple, a = 0,50.>l^ on a 

|/(f^ - /?^) = >/(2ii . X) = 0,50525 . i, ^[^£1 = 1,01046. 

Or ce dernier rapport reste encore assez pres de runite, pour permettre de 
d^terminer X par la formale (11.)^ ou par cette autre, (i etant quelconque: 

(IL) 4r* = 



6(|/(/*~/J*)-«)^ 



5' 



puisqae la plus grande quanlite qu'on y neglige est le terme en -^yriX o o 4 

qui pour a = 0,5.^ vaul a peine quelques cent-milliemes. II est clair d'ailleurs 
que cette limite inferieure de a en fraction de X, depend du degre d'approxi- 
* mation qu'on veul obtenir dans les resultals. Quand une fois on a caicule le 
parametre X par Tune des formules (IL)? ou par la table ainsi construite, on 
fera usage de la formuie (III.) pour en deduire la plus grande fleche u ou 
Tordonnee verticale du sommet. En la resolvant par rapport a cette derniere^ 
on en tire: 

ce qui suppose toujours que le second point de Suspension B seit inferieur au 
premier Ä, et que u marque la distance verticale du sommet a Thorizontale 
passant par Ä. Dans le cas contraire il suffit de changer le signe de li 
dans la valeur de ti. La table doit donner, a cöte de la valeur du rapport 
f^C'—(i^):a, Celle )/(/^— /:P)=:i/i.;l, parlant /^— /i^ = mU^ et il vient pour u: 

et cette derniere formuie est sans doute la plus expedilive dans le caicul de 
la fleche ti. Enfin voici une derniere remarque qui nous parait encore utile. 
En reprenant Tequation (I.) sous la forme 

et posant ol^^*^^ ^^ '^ transforme en celle-ci: 

En y considerant les quantites l, ß, comme des donnees fixes ou arbitraires, 
on peat attribuer a /ll des valeurs plus ou moins resserrees U|, Us, ,03, ... 
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L'egalite^ precedente donnera les valenrs correspondantes de a: «j, »2, ^3, ... 
en parties de i/(r — /?^), savoir: 

On formera une table a deux colonnes dont la premiere contient les vaieurs 
de u^ et la seconde les coefficients correspondants de ^{P — ß^); ainsi t, ßy a 
etant donnes en nombres« on divisera a par la va^ear namerique du radical qui 
en resulle; on cherchera le quotient q„ dans la seconde colonne: et le nombre 

correspondant ^„ de la premiere colonne fera connaitre le rapport actuel de -^^ 

et parsuile P.. Enfin on pourrait aussi se borner a une seule table propre 
a donner les Solutions numeriques des divers cas particuliers compris dans les 
que^tions (2'\ et T'.) enoncees d'abord. La premiere colonne qu'il faudrait con- 
siderer comme exprimant le rapport 1:1^ on celui de a : l, renfermerait diverses 
vaieurs de ce rapport plus ou moins resserrees; la seconde renfermerait les 
vaieurs correspondantes de u:^; la troisieme les rapports u:t; la quatrieme 
ferail connaitre les vaieurs ]/(/^ — /i^) : i, correspondantes aux nombres de la 
premiere, consideree comme exprimant le nombre a:X; la cinquieme donnerait 
les rapports de }f{P — ß^):a; et selon qu'il s'agirait d'un cas particulier relatif 
a la ques/ion (1^ ou 2^), on ferait usage des colonnes (1,4,5), ou de celles 
(1, 2, 3). Pour atteindre ä ce but, il suffirait de prolonger encore qnelque 
peu la table de Mr. Eytelwein, et d'y ajouter les quatrieme et cinquieme co- 
lonnes dont il s'agit, en suivant la marcbe qui a ete indiquee d'abord. 

§. in. 

Remarques sur la lension dynamique des cordons. 

Comme il s'agit une fois de cordons, il nous parait utile de presenter 
quelques observations, conceri^aiil leur tension dynamique: 

^Lorsqu'un cbeval tratne, dit PoisHon (t. II. page 6) un fardeau sur 
^une route, et que le mouvement du Systeme demeure uniforme, Teffort du 
^cbeval, parallelement a la route, est egal au poids decompose suivant cette 
^direction, plus le frottement. II est constant quand Tetal de la route et son 
y^inclinaison ne varient pas, si on le suppose transmis par le moyen de plu- 
^sieurs cordons paralleles entr'eux et a la route, et Teffort total sera egal 
yfli la somme des teosions de tous ces cordons. L'inclinaison et Tetat de la 
^route restant les ntees, si les efforts de ranimal aogmentent, ou dimiDuent, 
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^le mouvement du Systeme s'accelere ou se ralenlit, sans que les lensions 
^eprouvent aucune Variation/' 

Gelte derniere assertion de Tauleur est inadmissible. En eiTet, pour 
fixer les idees, supposons qu'il n'y ait qu'un cordon. Soient F, Teffort 
exerce, Q ie poids du fardeau, / rinclinaison de la route ä i'horizon, /* le 
coefficient du frottement, ce qui donne pour le cas d'un mouvement uniforme: 

F = Ösiny+Z^.ö.cosy; 

et la tension du cordon se mesurera indifferement par Tune ou Tautre des 
forces qui agissent ä les deux extrdmites. Ce principe subsiste encore dans 
le cas du mouvement variable, et la tension T ä chaque instant devra se 
mesurer indifferemment, soit par TeiTort moteur F agissant a la premiere ex- 
trömite Ä, soit par la resistance qui agit a la seconde extrömite B. Soit dv 
Taccroissement momentane de vitesse pendant Telement dt du temps / apres 
iequel la vitesse acquise est ^^ on aura evidemment Tequation 

F= (?sini+/-.(?cos/-f|.^, 

puisqu'aux deux forces Qsml et f.Q.cosI s'ajoute maintenant une reaction 

dinertie — --ir; ce qui donne T=F= etc. 
y dt' ^ 

Mais il est manifeste ainsi que la tension du cordon dans le cas d'un 
mouvement accelere, est superieure a celle qui a Heu dans le mouvement 
uniforme, ou dans le simple etat de Tequilibre statique, tandis que celle du 
mouvement retarde est au contraire moindre; ce qui se con9oit encore une 

fois directement si Ton considere qu'alors la force d'inerlie — --r^ devient une 

9 dt 

quantite en elle-mdme negative. Quand on veut raisonner d'apres le principe de 
dÄlembert, il faut avoir sein de reconnailre ce que Ton y nomme trop va- 
guement la force perdue. Or la force perdue est invariablement celle qui 
repond ä la quantite de mouvement detruite en chaque instant par suite de la 
llaison des parties du Systeme. Mais si le cordon etait coupe pendant Tin- 
stant dl, le corps Q prendrait une vitesse descendanle gsinl.dt; donc puis- 
qn^a Petat de liaison il prend Taccroissement ascendant dv, il s'ensuit que la 
vitesse perdue momentanement est gs\nl.dt-\- dv; ce qui repond a une quan- 
tite de mouvement detruite, 

Qsml.dt^^dv, 
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et a une force detruile 

et cela ramene a une valeur exacte de la tension pour le cas oü Ton soppose 
le froUement nul. SMI fallait une fois tenir compte de celte derniere re- 
sistance^ remploi de la methode de d' Atembert ofFrirait un nouvel embarras. 
outre Terreur a laquelle on s'expose en estimant inexactement une force 
perdue. Mais cette assertion de Poisson ne peut-ötre altribuee qu'a un mo- 
ment d'oubll, parcequ'un peu plus loin Tauteur evalue exaclement la tension 
des cordons, en Iraitaut Texempie du mouvement de deux corps pesants, 
poses sur deux plans inclines de mdme hauteur, et lies entr'eux par un fil 
inextensible, passanl sur une poulie de renvoi dont le cenlre se trouve au 
sommet conimun des deux plans (Voir i. I. p. 657. fig. 81 et t. II. page 10). 
Toutefois cet exemple mSme donne encore lieu a quelques observalions qui 
sont utiles dans le cas general oü Ton voudra tenir compte de la force 
d'inertie de la poulie qui Supporte le cordon. A cet eifet je reprendrai le 
Probleme dans son entier. 

Soient (Fig. 3.) h la hauteur commune des deux plans, l, V leurs 
longueurs, mg, m\g les poids des deux corps correspondants. Pour fixer 
les idees. on peut supposer que le poids m.g qui s'appuie sur le plan 
AC = ty Temperte sur le poids m\g qui s'appuie sur BC = /', et 
qu'apres le temps t, compte de Torigine du mouvement, le Systeme a pris la 
Position GIKU; que le corps mg a acquis la vitesse descendante r^ tandis 
que le corps m*g a acquis une vitesse egale mais ascendante sur son plan. 
Pendant Tinstant dl qui succede au temps ty les deux masses m, m' gagnent 
les accroissements de quantite de mouvement mdv, m'dv; ce qui occasionne 
en G de G vers / une reaction d'inertie mesuree en grandeur et en direction 

par — ^^••jT? ^* flu poinl U une reaction mesuree par —^^"jt* En second 

lieu, nous avons aux points Gy U respectivement les forces actives mg^-r-y 

et —^n*g'jr^ En outre, pour un accroissement de vitesse momentane dv des 
deux poids, toute molecule dfi de la poulie, sitnee a une distance a de Taxe 
ou du cenlre de rotation Cy prend un accroissement de quantite de vitesse 
dju.dr^^y et reagit par consequent avec une force tangentielle 

dv XdfjL 

-lilT' 
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Ainsi son moment de reaction autour de Taxe en C, aura la valear — p ^,, *l^du, 

K.at 

et la somme des moments des reactions de toas les elements materiels de ia 
poolie sera par conseqaent: 



R.di 

Et comme requilibre doit subsister entre les forces actives de toate espece 
et les reactions d'inertie des diverses masses du Systeme, par le moyen de 
Taxe fixe, il faut que la somme de ieurs moments relatifs ä Taxe, soit nulle; 
c^est ce qui donne requalion 

et en divisant tous les termes par R, ei faisant remarquer que le rapport 
Sl^dfiiB^ doit equivaloir a une certaine masse reduite /^i, ce qui revient 
a poser Sl^dfi: B?^= ^ti^ on obtient: 

ce qui fait connaitre la vitesse, et ensuite Tespace decrit. 

Mais c'est la question de la tension des cordons qui doit ici fixer notre 
attention. A cet effet je fals remarquer, qu'abstraction faite de son poids et de 
sa masse, comme quantites insensibles, le premier cordon Gl doit, ä Tetat 
de mouvement, dtre soumis a ses extrömites a deux forces egales et con- 
traires, dont chacune exprime sa tension T. Or la force qui sollicite Textrdmit^ G 

est manifestemenl la force relative ^/»^'-t-, diminuee de la reaction dMnertie 

de la masse m, puisque celle-ci a lieu de G vers /; ainsi Ton aura: 

m h du 

et la valeur de T est ainsi connue, puisque Ton connait deja -^ par les don- 

nees immediates m, m\ g^ l, l', A, ^i« De mdme, la force qui sollicfte Tex* 

trömite H du second cordon KH ä Textrömite, etant le poids relatif m/g^-n-^ 
augmente de la reaction dMnertie de tn!, on obtient sa tension T' par Tequation 

dans laquelle on n'a qu'a substituer la valeur de -^ obtenue. En caiculant 
ainsi T, T\ on reconnattra aisement que la tension T du premier cordon est 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. L. Heft 2. 15 
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superiearc a celle du second; mais ce fait elait facile ä prevoir sans caicul. 
£n effet, outre les forces resistantes ^^'-jt^ '^^'^'it? ^I^' P^^ '^ moyen de la 

poulie se transmetlent en I, en sens contraire de la paissance relative, il y a 
les forces de reaction des molecules inertes de la poulie qui viennent ajouter un 
surcroit incessant de force resistante tp; ce qui donne en / une resistance totale 

et c'est cette somme qui doit valoir la tension T du premier cordon, ou la 

force mff-s — ^^•^* Pour verifier cette raaniere de voir, il suffit d'evaluer 

convenablement la force tp düe aux reaclions des molecules de la poulie. 
Or la molecule dfi, situee en un point quelconque de la circonference 211. k, 

occasionne une reaction d'inertie ^ . .l.duj pourvue d'un bras de levier l, 

et qui equivaut a une force dtp, en I, donnee par Tequation 

d'oü resulle: 

/dv\ SA».rftt /'dv\ 

Ainsi la quantite xp est requivalent de la reaction d'iuertie d'une masse ^Ui, 
censee concentree au point de contact de la poulie avec le cordon Gl. Ge qui 
confirme d'ailleurs ce moyen de recherche directe des tensions, c'est qu'en 
substituant la valeur de ip dans la somme marquee («.)) ^^ egalant le resultat 

ä wjjf--^ — ^'^'K'di/'^ ^" retrouve une equation differentielle, identique ä celle 
que Ton a trouvee d'abord par la voie directe du principe universel de requi- 
libre entre les actions et les reactions. Ce principe est la vraie genera- 
lisation de la loi de la reaction, toujonrs egale et contraire ä Vaction, et 
on le remplacerait bien diffidlement dans la mecanique appliquee par la 
methode plus analytique d'Euler, de D'Aletnbert et de Laplace, 
laquelle est plus parficulierement propre aux applications de la mecanique 
Celeste. C'est ce que je me propose de faire voir ä une autre occasion. 
Bruxelles, le 1. Fevrier 1853. 
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8. 

Reditction der Bewegung eines schweren^ um einen 

festen Punct rotirenden Revolutionskörpers auf die 

elliptischen Transcendenten. 

(Von Herrn Dr. C. Lotiner, Lehrer der Mathematik und Physik an der höheren 

Burgerschule zu Lippstadt. 



C. G. J. Jacobi hat in seiner berühmten Abhandlung im 39. Bande 
dieses Journals die Rotationsbewegung eines beliebigen Körpers nm einen 
festen Punct, wenn keine beschleunigenden Kräfte darauf wirken, bestimmt; 
und zwar so, dafs alle zur Kenntnifs dieser Bewegung erforderlichen Gröfsen 
explicite durch die Zeit ausgedrückt sind. Er fand, dafs die Bewegung aus 
zwei periodischen Bewegungen zusammengesetzt sei, deren Perioden im All- 
gemeinen unter einander incommensurabel sind. Man erhält davon eine klare 
Vorstellung, wenn man, anstatt die x^ und y-Axen in der unveränderlichen 
Ebene als fest anzunehmen, denselben in dieser Ebene eine gewisse gleich- 
förmige rotatorische Bewegung giebt. Dann werdeir die neun Cosinus, welche 
die Richtung der Haupt- Axen des Körpers gegen diese beweglichen Axen 
bestimmen, zu periodischen Functionen der Zeit. Auf ganz ähnliche Weise 
läfst sieh auch der Fall behandeln, wenn ein schwerer Revolutionskörper um 
einen Punct seiner Umdrehungs-Axe pendulirt. Diese Bewegung ist alsdann 
aas Ar^ periodischen, im Allgemeinen unter einander incommensurabeln Be- 
wegungen zusammengesetzt. Eine Einsicht in dieselben wird auf folgende 
Weise erlangt. 

1) Man gebe, eben wie Jacobi, den in einer horizontalen Ebene be- 
findlichen festen Axen der x und y eine gleichförmige Rotation in dieser 
Ebene, im Sinne der anfänglichen Bewegung des Körpers, d. h. man setze 

xcos'F{t — t,,)—ys\tiW{t — t^) statt x und 

ycos!P(^— /o) + ^8in?F(/ — /o) statt y, 
wo V eine von der Zeit t unabhängige €onstante ist. Nach Verlauf der 
Zeit -^ werden so die Axen wieder an derselben Stelle sein. 

15» 
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2) Man gebe den Haupt- Axen (den Axen der Xi und y^ um die 2r|- Axe 
(die Umdrehungs-Axe) eine zweite gleichförmige Rotation, d. h. man setze 

:riCOS*(/ — /o)-f yisin*(/ — Q statt x^ und 

yiCos*(/ — /(,) — XiSin*(< — O statt yi, 
WO <P eine zweite Constante ist, von deren negativem oder positivem Wertbe 
es abbangt, ob die Bewegung in demselben oder im entgegengesetztem Sinne 
wie die der a?- und y-Axe geschiebt. Nach Verlauf der Zeit -^ werden 
die beiden Haupt- Axen relativ an derselben Stelle sein. 

3) Nach diesen Annahmen werden die neun Coäfücienten, durch welche 
die Stellung der beiden rotatorisch beweglichen Haupt -Axen und der festen 
Haupt- Axe der Zi gegen die ebenfalls beweglichen x- und y-Axen und 
die verticale 2: -Axe bestimmt wird, zu periodischen Functionen der Zeit; 
d. h. wenn man 

Xi = ax-\- Ay+ ^^> 
y, = a'X'\'Vy^c'z, 
z, = a''x^by-\^ d'z 

setzt, so sind a, b, c, a', b\ d, a*', b", c" Functionen der Zeit, die eine 
gewisse, näher zu bestimmende Periode T haben. 

Hieraus zeigt sich, dafs, wenn man die Postitionen des beweglichen 
Körpers während einer begrenzten Zeit T kennt, alle zukünftigen und 
vergangenen Positionen leicht abgeleitet werden können. Es sei z. B. die 

Position zur Zeit t gegeben, und man soll die zur Zeit t±iT, (wo i irgend 
eine ganze Zahl ist) Statt findende Position angeben : so drehe man den Körper 
um die 2; -Axe (d.h. um die Richtung der Schwere)^ um einen Winkel i^^T; 
sodann drehe man ihn um die 2^1 -Axe (d. h. um seine Umdrehungs-Axe) 
um einen Winkel — i^T: beide Drehungen mögen in demselben Sinne wie 
die anfängliche Bewegung des Körpers geschehen. Alsdann wird man die 
verlangte Stellung haben. Die entgegengesetzte Rotation ist anzuwenden, 
wenn die zu der Zeit t — iT gehörige Position gesucht wird. 

Bestimmung der neun Cosinus durch die Zeit, mittels der elliptischen Functionen. 

Im Folgenden werden wir uns äberall der Bezeichnungen von „Poisson, 
Mecanique/' (Tome IL §.425 — 429) bedienen. 

A und C seien die Trägheitsmomente in Bezug auf die Xi- und ^i-Axen. 
M sei die Hasse des Körpers, g die Schwere, Mg = P. 
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y sei die Entfernung des Schwerpuncts von der jJiji- Ebene; 

n die Umdrehungsgeschwindigkeit parallel mit derselben Ebene; 

/ das Moment der Gröfsen der Bewegung in Bezug auf die verticale 
Axe der z; 

h die bei Bestimmung der lebendigen Kraft vorkommende Constante. 

^M <^9 ^3 seien die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 
{2APY§-\-M){\-f)-{CHi-lf = 0; 
wobei zu bemerken, dafs —a^>\ ist, und (X| und a^ zwischen —1 und 
-fl liegen. 

Ä, der Modul aller vorkommenden elliptischen Functionen, sei =y-i— ^, 

sin^ am tili = — ^'JJ"' , sin^ am {ioi -f JK ) = sin^ coam ith = °*~^^ , 

wo i = |/-l, Ä =/*"7(TZTOHV) 
oder 

,/ -(H-gO i/2LZ2l 

*" = /(S ^"' ~ "'0' !»(<-/;,)=«. 

// und seien die von Jaeobi eingeführten Transcendenten, 
H{i(,a,^a,)-\^K^H(i{a,-a^)-K^ = D, 

(tt - ia^) = A, (ti -|- ifl,) = jB', 0(u — ith — K)= A", 
0{u-\-iai-}-K) = B". Dann erhält man folgende 



a = 

o* = 

6 = 

V = 



Tafel der neun Cosinus: 
2i£> e*u 



2i/> 0»M 

B 0*M 
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, _ Hia,H(ia^+K) RB^'+A^A^' 
^ — TD 0Si ' 

Hia,H{ia, + K) KÄ'-JVB' 
a = g Qij^ , 

.„ Hia,H{ia^+K) Ä'J" + J'ß" 

^ = TD e^ — ' 

,, _ i IPia,B''A'+IP{ia^ + K)B'A' 

^ — D e*H 

Die Gröfsen W nnd ^, von denen die Bewegungen der Axen der x, y und 
der a?i, /] abbangen, ergeben sich durch die Formeln 



\- da, "^ 3a» J' 



da^ ' da^ 

<p = y*M-^) ^r dAogHia, d.\oeH{ia, + K) l 
A L öfli da^ J 

Beweis. 
I. 
Die neun Cosinus lassen sich bekanntlich, wie folgt, als Functionen 
dreier Winkel 0^, ip, <p ausdrficken: 

a = cos^sinv^sin^-f cost/zcos^?^ a' = cos td* cos v^ sin 9) — sinv^cos^^ 

a" = — sin ^ sin 9)^ 
b = coSi9^sinv^cos^ — cosi/^sin^^ 6' = cosi9^cosv^siny-f sinv^siny, 

6"= — sini9^cosy, 
c =z sin u^ sin ^, c' = sin ^ cos v^^ 

c" = cos^. 

Die geometrische Bedeutung von (p, O^y ^ möge übergangen werden, 
da sie von Euler, Poisson und Jacohi genugsam dargethan ist. Die dyna- 
mischen DifPerentialgleicbungen des Problems lauten bei Poisson am ange- 
führten Orte wie folgt: 

Cncos&-Asin'&^ = /, 
(1.) { A(sm'»^ + ^) = 2Pycos*+A, 

^ = fi + cosd-g^. 

Die Elimination giebt hieraus, wenn(2JLP/cosi9'-f'^^)^i'^^^'~~(^'^^s^'*0^ 
durch R bezeichnet wird: 
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(2.) t-t,==.J—^e», v'-Vo=y— -H^ js, 

n{A—C),. .. , /*Cm—Icos& d& 
^-^, = —^--(t-QJ^J—^ TR' 

rpti und (pn sind die zur Zeit /,) Statt findenden Werthe von yj und (p. Aus 
der ersten Gleichung ist & als Function von t zu bestimmen, und dann geben 
die beiden andern Gleichungen tp und q> als Functionen, zunächst von &, mit- 
hin auch von /. 

Man setze cos 5^ = 1, so ergiebt sich: 

._s __/: d^l _fJ§L 

Um dieses Integral auf die bekannte Form der elliptischen Functionen 
zu bringen, ist es nöthig, den Ausdruck dritter Ordnung unter der Wurzel 
in seine drei Factoren aufzulösen. Dieselben müssen alle reell sein. Um 
Dies darzuthun werde zunächst bemerkt, dafs R für reelle Werthe von I 
immer reell und stetig ist. Die Grenzen, zwischen welchen $ = cosd^ liegen 
kann, so dafs für d^ reelle Werthe Statt finden, sind \\ und —1; für diese 
Werthe von $ wird der Ausdruck respective zu —{Cn—lf und — (Cii-j-')\ 
also beidemal negativ. Er mufs aber, während ^ sich im genannten Inter- 
valle bewegt, jedenfalls eine Zeit lang positiv sein, denn sonst würde ^R 
und in Folge davon t, imaginär; was der Natur des Problems widerspricht. 
R mufs also, während | von — 1 bis -f 1 wächst, zweimal durch Null gehen: 
also mufs die Gleichung il = zwei reelle Wurzeln haben, welche die Co- 
sinus der gröfsten und kleinsten Werthe von ^ ausdrücken. Daraus folgt 
von selbst, dafs die dritte Wurzel von R = ebenfalls reell sein mufs. 
Sie kann ferner nicht positiv und nicht gröfser als 1 sein. Denn dies könnte 
nur Statt finden, wenn R für positive Werthe von |^ die gröfser als 1 sind, 
durch Null hindurch vom Negativen zum Positiven ginge. Dann müfste aber 
R nothwendigerweise zum viertenmale, durch Null hindurch, vom Positiven 
zum Negativen gehen, weil es für | = -|-oo, — oo wird. Eine vierte Wurzel 
ist aber nicht möglich. Ferner kann die fragliche Wurzel nicht zwischen —1 
und -f 1 liegen. Denn ginge R zum drittenmale für dieses Intervall von | 
durch Null, so müfste Dies ebenfalls noch einmal geschehen, weil R sowohl 
für |=— 1 als für |=-[-l negativ ist. Es bleibt daher nur übrig, dafs 
die dritte Wurzel negativ und gröfser als 1 sein mufs. 

Um die drei Wurzeln aus den Coefficienten wirklich darzustellen, 
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setze man: 

Dann erhält man fär die cubische Gleichung 

die Wurzeln 

(li= 2y'rcos^a? — ^^ = «1, 

(3.) ^2 = — 2i/r cos^7i + ^) — /^i = <h, 
($3= — 2}/rcos^(7i — a:) — ^i = a3. 

Da die Differenzen 

ai — «2 = 4y'rcos^(7i-f-2a?)cos^7r, 
«2 — «3 = 4}/r sin Jarsin ^71 
^ immer positiv sind, weil x immer unter n liegend angenommen werden kann, 
also ^{n'\'2x) und j^x unter ^n liegt, so folgt, dafs a^ die zuletzt besprochene 
Wurzel ist und | = cosi9^ immer zwischen ai und a^ liegen mufs, um reelle 
Werthe fOr }/R zu geben. 

Um nun das elliptische Integral 

^ ''• - y2P/y/[-(i-«j(i-aj(i-«3)] 

auf die Normalform zu bringen, setzt man bekanntlich 




Dies giebt 

/* 9^ 2 /* ( 

"•/ >^L-(S-«J(|-«,)(5-«3)] ^ ,/(« -«3)7 /(1_:,«)/(T-&V) 

Führt man zur Abkürzung |/(-5^(«i — «3)) == ^> »w(/ — /,^) = 11 ein, so 
ergiebt sich: 

(4.) cos ö^ = cci — (ai — «2) «^^ = «1 — («1 — «2) sin^ am ti. 
Mithin wäre ^ explieite durch die Z^7 ausgedrückt. 

Es zeigt sich hieraus die periodische Natur von ^. Es bleibt sin^am u 
ungeändert, wenn zum Argumente die Gröfse %K hinzukommt, also wenn 

i um — Wächst. Nach Verlauf der Zeit T= — wird also die Umdrehungs- 
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Axe des Körpers denselben Abstand von der Verticalen haben. Wenn & 
von seinem kleinsten bis zu seinem gröfsten Werthe wächst, d. h. wenn cos & 
von Ol bis 02 abnimmt, so wachst u von bis K. Die Zeit also, in welcher 

& dieses Intervall durchlauft, ist — = AT, 

IL 

Da -T^ = — -| . du ist, so hat man zur Bestimmung von tp die Gleichung 

oder nach (4.) 

•^ *T 41 — ^sm*amu ' ^J i-—^. — ^sm'amu 

^|2""* *st eine positive Gröfse; jT * ist ebenfalls positiv und <;1, Ar^ war 
gleich ^*^^* ; da aber — a, nach dem Vorhergehenden >>1 ist, so ist 

^'7"^* >>Ar^ und <Il* Man mufs demnach, um die vorstehenden Integrale 

auf die Jacofttsche Form der elliptischen Functionen dritter Gattung zu bringen, 
(S. Fund, nova §. 60. pag. 170), 



(6.) 



-r ^= — Ä^sin^ am ta. = — Ä^sin^^i, 



j}_ * = Ar^sin^am(ia2 -f K) = Ar^sin^coamiöb = Ä^sin^^z 
setzen. Aus diesen Formeln ergeben sich leicht die folgenden: 

Nach Substitution der Ausdrücke (6.) in (5.) nimmt letztere Gleichung fol- 
gende Gestalt an: 

\o J 2(Cna, — t) , (Ot — f)sing| fk^sm e^ cos €^ Ji^ sin *am tigy 

(80 {tp — tpo)^»^^ — !_«« T (l^ajcos*,^*, J l-**sin*£,8ln»ami4 

(Gi-f Qsing^ /'k^sine^ cosg, ^g^ sin'amtigu 
~ (l-}-«i)cos«7^y 1— **sin**,sin*ainM 
CreUe*! Journal f. d. M. Bd. L. Heft 2. 16 
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Es ist aber 

sin<t >^(«i— «») 

sing, /(g^— g,) 

(l+aJC0S*,./£, •[(l+«t){^+«.)(H«3)] 

Berücksichtigt man ferner den Werth von m und macht von der Jacobischen 
Bezeichnung Gebrauch, so verwandelt sich (8.) in: 

Die Gröfsen 

|/(2.1Py)y[-(l-a,)(l-a,)(l-a3)] und y^(2-4Py)|/[(l+aO(l +«2)(1 + «3)J 
erhält man, wenn man in ^R statt | respective -f 1 und — 1 setzt. In diesen 
Fällen wird die Wurzelgröfse zu i{Cn—l) und — i(Cii-f-0; ^'^o i^^ das Resultat: 

Nach der Formel der „Fundamenta 52. S. 146 '' 
läfst sich die Umwandlung 

(.0.) »-V- - ^'-^i-C^^+ ^-'^lf +*' )» 

machen, und es mufs noch das Glied T_^^ näher bestimmt werden. Be- 
zeichnet man die Wurzelgröfsen in (9.) mit Ri und ü.^, so ist 

-2i7= i/(2^Py)(Ä, + Ä_,), 2iCn = >/(2 JP^K^i - Ä.,), 
2i(Cna,-/) = |/(2JPy){(l-f-a,)A + (l-a,)Ä.,}, 

cos am ia^ Jam ia^ . cos am (ig, -f ^ ) ^^^^ (^^t -} ~ ^) 

sin am ioj "• sin am (in, -f Ä^) 

Es ist 

ölo — 
cosamfli^ama Q.logsinamo ^ Qo 

sin am a da öa ' 
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folglich 

Cna^'-l H _ { d(\ogHia,—\o^eia,) , 5 [log //(<<!, + A)~0(/fl,4-A)] l 
1-«: mA ~ V da, "^" da, J^' 

Addirt man dieses Glied zu dem andern in u multiplicirten in (10.), so heben 
sich die O Functionen weg. Man setze hierauf zur Abkürzung: 

SO erhält man: 

ril 1 y,' = i_i 0(n^ia.)0(u--la.-K) 
til.J V^ — gfWg &(u + ia,)0(u+ia,-]^K) 

Hieraus zeigt sich, dafs der Winkel tp aus einem der Zeit proportio^ 
naten und einem periodischen Gliede besteht. Nimmt man also, wie in der 
Einleitung bemerkt^ an^ dafs die Axe der x und y nicht fest sei, sondern 
eine der Zeit proportionale Umdrehnngsbewegung habe, so dafs sie in der 
Zeit t den Winkel yjt beschreibt, so läfst sich in die neuen Cosinus statt des 
Winkels tp der Winkel ip' einführen. 

2K 

Wenn u um 2K, oder t um — = T wächst, so vermindert sich w 

2K 

um W oder um T.W, da die Gröfse unter dem log denselben Werth 

m 

behält, ip' hat also eine Periode von der Weite T. 

Aus der Gleichung (11.) ergiebt sich leicht: 

^r,/,' / e{u—ia,)0{H—ia^—K) 

r e(u-\-ia,)&(u + ia, + K) ' 

Pnc 11/ — J- 0(n + ia,)&{u + ia, + K)+0(u-ia,)&{H-ia,-K) 
cosip —-] ^:^ , 

a,-nW — O(H + ia,)e{u-\'ia, + K)--0(u-ia,)e(u^ia,-K) 
sinv/ — 2VN ' 

wenn 

.V = 6>(ii + föi)0(^i — mi)0(ii + ia2 + Jf)0(ii — taj— K) ist. 

III. 
Man kann auch, mehrerer Gleichmäfsigkeit wegen, mittels der in (7.) 
gegebenen Werthe der a, den cosi9^ durch die Functionen ausdrücken. Es 
ergiebt sich: 

sin^g^+sin'g, . , _ 2sin»t, __ 2H*ia, 9'(ia,+K) 
«i — sin««, -sin»«,' ^ + «1— sin*«,— sin% ~ HUa, 0'(ia,+K)^eh'a,H*(ia,+K) ' 
i _ 2sln'g, _ 2HHia^ + K)G^ ia, 



16 



* 
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Nach der Formel 

H(u^v)H{u-v) = gT^ 

(21. S. 175 der „Fund.'') lassen sich diese Ausdrücke auch folgendermafsen 
schreiben : 

(1 . « _ 2ma,0Hia, + K) 

ri2^ ) ~ ©•öJ3l'>i+«.)+Ä}A/{i{a-«.)-Jir} ' 

(1 «, _ 0.o//{iK+a,)+Ä}/f{iK-fl,)-Jt} 
Ferner 

n , . . 2 sin*«.+sin**, 2&* sin* «.sin*«, . 2 

cos^ = «A — («. — og2)sin^amti= . t » i =-1 '. , ' sm^amti 

* ^ * ^' sin**^ — sin*«, 8in*«j — sm*«, 

sin*f^(1 — t*sin*f,sin*anm)-fsin*g,(l — &*sin*g,sin*anm) 

sin*«, — sin*«. 

Durch Anwendang der Formel 

0(11 +«) 0(11 -ö) = (-^^y.(l-Ä^sin^amasin^amii) 

(S.S. 152 der „Fund.'') erhält man hieraus: 

(13.) c" = cosii^ 

1 r £ria,e(u+fa,+üC)0(u-tVi,-jt:) 

— h\i(a,+a,)+K]H{i(a,-a,)-K\l G'u 

, H'(ia, + K)e(u+ia,)e(u-ia,)' \ 

Um die Cogf&cienten c und c' zu bestimmen, mufs auch sini9^ durch die 
Functionen ausgedrückt werden. Man erhalt 

sin'^ = (l — cos5^)(l-fcosd) = (l-a?)(l-&^sin'6iSin'amii)(l-Ä^sin'62sin'amw) 

0*OJV 

= (^ — «i) qi^- qi/« ±.jc\q^ ^ ^^^^ ^^^ ^^^^ citirten Formel: 

4sin*«tSin*«, 0H)N 

— (sin*«,— Sin*«,)* * ©•ia,0*(ta, + Ä:)0*w ' 

folglich, mit Benutzung von (12.): 

ri41 sind - 2iHia,H{ia, + K) VN 

Durch Mnltiplication von (11. und 14.) erhalt man fflr die Werthe von c und c': 
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^, G(u+ia,)0(u-\-iat-\-K) — 0{u~ia,)e(u-ia,-K) 
^ 0*« ' 

ic' — 8in;»cost//' — iHia,H{ia^ + K) 

IV. 

Wir wenden uns nun zur Bestimmung des Winkels <p. Derselbe war 
durch folgende Gleichung gegeben: 

Nach einigen Umformungen, die denen in (71.) vollkommen analog sind, nimmt 
die Gleichung die Gestalt 



c,6o ,-n = ü<-S.„+^/(,Ä+,^)a«, 



oder 



an, so dafs also der Werlh von (p, in Hinsicht des Gliedes welches aus 
elliptischen Functionen dritter Gattung besteht, nur durch das mittlere Zeichen 
von dem Werthe von rp sich unterscheidet. Es folgt weiter: 

(17.) y-y» = r"(-'-^).i.^^^-'-fa. - ^-'»gQ»'«. -1- BMeHa^^Kn 
^ ^ ^ L mA ' (1 — a\)mA 9a, ' oo, J 

»" 2i ^^0(M+iaJ©(tt-fa, + iiC)' 

Durch eine ähnliche Rechnung wie in (III.) findet man ferner: 

Cn — toj cos am Ig, ^am ig, cosain(jg,-f A)^ am (lo, 4-^) 

i(l — a\)mA tsinamig, isinam(ia, + Ä^) 

(18.) ( aiog—L ^ a.iog g^.^;^^^ 

~ Sa, ^" öfl, ' 

Ch .B, — R^i co8amio,^a mig, .. . cos am(ia,>f iilf)^am(tg,-f ^) 

mA »Y(a,— «,) t sin am ig, ^ *^ isinam(tg, + JiC) 

Nach einigen Verwandlungen erhält man n ebenfalls durch die elliptischen 
Functionen folgendermafsen ausgedrOckt: 
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Hia, 



(19.) ^ = 






•»^ ~~0'O//{i(a,+a.)+Ä}. 

Man setze nun die gefundenen Werthe in (17.)^ bebalte aber, um 
Weilläufigkeil zu vermeiden, die Bezeichnung — j bei. Dann ergiebt sich: 

I * .■■_ 0(«— «•«.)Q(»+'«.+Ji^) 

Bezeichnet man die Gröfse in den eckigen Klammern mit — , so ist 

(21.) <p-<f„ = ^(<-0+27'"g (9(«+.-«:)Q(»-/a:-A) - 
Wenn ti um 21^, oder t um — = T wächst, so ist (p um *T ge- 
wachsen, denn der log hat seinen Werth wieder erlangt, (p ist ein in der 
x'i, ji- Ebene gelegener Winkel und wird vom Durchschnitte dieser und der 
x^ y- Ebene bis zur or^-Axe gezählt. Nimmt man also, wie in der Ein- 
leitung gesagt, an, dafs die Haupt- Axen der x^ und yi in Bezug auf den 
Körper eine der Zeit proportionale Umdrehungsbewegung haben, so dafs sie 
während der Zeit t den Winkel ^T beschreiben, so läfst sich in die Aus- 
drucke der neun Cosinus, die dann die Richtungen der beweglichen beiden 
Haupt -Axen der x^ und yj und der im Körper festen Haupt- Axe der «, 
gegen die ebenfalls rotatorisch bewegten Axen der x, y, z bestimmen, statt 
des Winkels (fi der Winkel 

(p' = y — ^0— *(< — 4) 
einführen. Es findet sich leicht: 






\cA.} s.cosqp — — 2)/JV ' 

sin^ = ^^ 



8. Lotiner, über Rotationsbevaegung. 123 

Die Cosinus a" and b" lassen sieb daraus folgendermafsen bestimmen: 

a= — sin5-sincp'= -77777 — ; — x ■ V.Vr%/ — ■ — ; — vr 
^, e(«-f-»a.)Q(w— ig, — Jf) -(9(n— ia,)0(«+»a, + A:) 

\0 = — sin vT cos (p = — -77777 — i — > I V^i u ?•/ ; — rr 

^^ Ö(M-f»a,)(9(«— ta. — ür) + 0(« — ta,)0(«+»a, + A') 

Um die Wertbe der vier nocb Obrigen Cosinus zu finden, bemerke 
man, dafs nach einigen leichten Umformungen, 

!4a = + (1 —cos S-) («'•(«''+v')-|.«-'(9'+v')) ^ (1 ^ cos ^) («'•ty'-v")^«-^'-^')^^ 
4ia' = — (1 — cos^) (g'V+v')_«-'{v'+v')) 4. (1-f- cos^)(e'(*'-v''— «-'■t»'-'"'*), 
4i*' = «-(l-cos^)(e'f»''+V'0_«-"V+v^))_(l^cos;?)(«'>'-*'')— «-'■f'^'-'*'^), 
4*' = — ( 1 —cos ») («■■(*''+V'0^g-«(y'+v.O) _^ ( 1 ^. cos^) (e'(»'-'^')_j.e-.(y-v'>) 

ist. Die Werthe der Exponentialgröfsen ergeben sich aus (II. 7. und IV. 22.). 
Mit den in der Einleitung erwähnten Abkürzungen werden die obigen Aus- 
drücke folgende Form annehmen: 

4« = -l-(l-cos^). J^ -}-(14-cos^). ^^„ , 
4»a' = +(l-cosd).:^3j^+(l+cos^).^^3n^, 

Aib = -f(l_C0S^)— ^y^g; (l + COS^)- ^^ , 

4*' = -(l-cos^).:5^>(14-co8^).^^^^ 
Nach frühern Formeln ist 

1— C08^ = l— «,-|-(a,— aj)8in'am« = (l— ai)(l— Ä'sin^tisin^amti) 

2.H'(ia, + ÜL) ABf 

— Ä'{i(a.+a,)+ü:}//{i(».-«.)-A} * 0»« ' 

1-f cos^= l-j-«i— («1— a2)8in'am« = (l-f ai)(1— Ar^sin^faSin^amfi) 

I 2H*ta. A'>B>' 

— + ^{i(«.+o.)+jSL}//{i(o,-o.)-A:} • ©•« • 

Durch Substitution dieser Werthe, und indem man 

H{iia,-\-<h)^K}H{iia,-a,)-K\ == D 
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setzt, erhält man, als Endresultat, fär die vier Cosinus: 

+ia^-\-K)-\-Q*{u~iat — K 
0*u 



1 j , . G*(u+ia, + K)-\-Q*(H~ia,-K) 



« 



1 /„,. eHu+ia, + K)-e*(u-ia,-K) 



b = 



2i/H" •"* 0*« 

2iör "*' ©Ni 

// = +-1- j^^,a, 0'(u+.a.+ü:)+0'(«-u,-ü:) 

V. 

Es bliebe noch fibrig, die GescAwindiffkeiten des Körpers um die 
Xi und yj-Axe, die Poisson mit ^ und ^ bezeichnet, auszudrücken. Die 
Geschwindigkeit um die i^i-Axe r ist bekanntlich durch die Formel 

r = Cn 
gegeben. Von den drei Grörsen p, q, r hangt die Winkelgeschwindigkeit 
lim die augenblickliche Umdrehungs-Axe io=:]/(/>*-f 9^4* '^) ^^d die Lage 
dieser Axe ab. 

Die Gleichungen, aus denen diese Gröfsen zu nehmen sind, heifsen 

^ '^ f il(/»'4-y*) = 2Pycos5^+Ä. 

Man erhält daraus: 



(26.) ^ 



P = ^^^^l?^-«'"*'±S^l^t(2JPycosd+JÄ)sin'^-(Ciicosd-/)^, 



Cncosd- — l 



Es bandelt sich darum, '^* . ^ und ^'!' V durch die und H 
Functionen auszudrücken. Aus dem Frühem geht hervor, dafs die Wurzelgrölse 

= ^{2APy) («1 — «2) yCcfi — a^) sin am 11 cos am ti ^ am ti 
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ist Ferner findet man 

(«1 — a2)sinamticosamti^ainti= n '^^ ^^ — ^r^ — ^^ ^; 

also folgt, mit Beräcksicbtigung des Werths von sin^^ aus (III.)- 

f07 ^ ^"" — ?^ ^iV»! Ujig^ + K) Hu H(K— u) 9 jK—u) 

Die Umformungen von Cn und — / sind in (II.) gegeben. Es folgt daraus: 

Cncos»-l = ^y ^^ CRi (1 + cos^) + R^, (1 - cos^)); 
und da Äi = (l — ai)>^(«i— as)-^-^ und Ä., = (l-{-aJ|/(a,— aj)-^^, 

1— cos^ _ _\_ H{ia^ + K) AB 
sind« ~ I ' Hia, ' i^JV 



ist, SO folgt: 



Cn COS& — / 
J sin 19* 



oder: 

IS 1 ^*^i 
^'^^ — ö^; — "* ^ 

Die Einsetzung der Ausdrficke (27. und 28.) in die Formeln (26.) 
scheinen aber kein elegantes Resultat zu liefern, weshalb die weitere Rech- 
nung fibergangen werden mag. 

Lippstadt, im October 1853. 
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9. 

Über die Bewegung des Raumpendels mit Rücksicht 
auf die Rotation der Erde. 

(Von Herrn W. Dumas, Schalamts-Candidaten, früher Mitglied des matheinatisch- 
physicalischen Seminars zu Königsberg in Preursen.) 



(Fortsetzung der Abhandlung Nr. 4. in diesem Bande.) 



VII. 

Oei der weitern Entwicklung der Gleichungen (6.) für die Variation 
der Constanten, werde ich mich nicht der eben gefundenen Coordinatenformeln 
(31.) bedienen, sondern von den frühem (156.) ausgehen, welche mit einigen 
Abkürzungen in folgender Form sich schreiben lassen 





AP.), 


j während 




[ 1 X.^.i P.P.+ 


ÄÄ) ist. 


Hier bezeichnen: 




-H - + - 
Pl . . . Pl . . . Pj • • • -Pz 

resp. die FF.: 




P(ti, A'+ iflO . . . P(ii, K- iaO . . . P(ii, ia,) . 


..P{u,-ia,) 


und es ist 




tp _ *.ti + <jp,. 




In ahnlicher Weise werde ich schreiben: 




+ - + - 
Zi , , . Zi . • • Z2 . . . -Z2 





statt resp. 

Z(ii-f Är+ Wi) . . . Z(u-\-K—iai) . . . Z(u-\-ia^) ...Z{u- ia,), 
und 

y, ... Tj, r;... ri, r;'... etc. 

statt 

Y(K-\-iai) . . . Koj, Y'(Ä'-f t«,) . . . Y'ith, T'^K^iat) . . . , 
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welche letzten Gröfsen identisch mit resp. 

— Y{K—ia,) Y{—ia.^, J^r {K—ia,)^^^-{-r{—ia^), —T"{X-ia,)... 

sind, die aus ihnen durch Verwandlung von -\-i in —i entspringen. 

Zwischen diesen Gröfsen Y finden, zufolge der Bedingungsgleichung 
zwischen den Wurzeln 0, b, c der cubischen Gleichung, mehrere Relationen . 
Statt, Es ist nämlich (nach 27.): 

' ~ sn*(K+«a,) — X^)/ (a—c)' ' 

^n 2cn<\dn/«, -r-oi/ (^-~«)(1--6)(1— e) 

^^ — üT^Tii; — +^y jj;^:—)-^ ^ 

mithin nach den Gleichungen (7.) 

(36 ö.) rr+r^" = 0. 

Ferner erhält man aus (27 A.) durch Substitution von AT-ftöi und ia^ statt u, 
und durch Subtraction der Resultate: 

(36 *.) Y^-Y'^' = 6(r^-ri)(r,'-f-r;+2/i.). 

Eben so aus (27 c.), mit Rücksicht auf die eben gefundene Gleichung (36 a.): 

(36c.) rr+rr = -i2(r;r;'+r,'r;')=i2r;'.(r^-r;), etc.; 

welche Gleichungen häufige Anwendung finden werden. 

Um nun die Gröfsen 11^"^^, U^''''^ (6 ö.) durch die Zeit auszudrucken, 
mufs man die Coordinaten nach der Zeit und nach den Constanten ^„^ ^, l 
differentiiren. Da aber die beiden letzten Constanten in den obigen Formeln 
nicht explicite vorkommen, dilTerentüre man diese zunächst nach den Constanten 
fii, *, Hl, «2 und x^, die allein von A und / abhängig sind; oder vielmehr, 
statt nach x^, vortheilhafter nach logy, der durch p bezeichnet werden soll, 
indem die DlfFerentialquotienten der Functionen 0n, Hu, also auch Pfi, 
nach p genommen, einfachere Formen haben, als die nach x^ genommenen. 

Mit Rücksicht auf die angegebene Bezeichnung geben diese Differen- 
tiationen folgende Resultate: 

+ ^-'>P, P,{Z, + Z, - 2Zii-i*)}, 

(37«.) J-W = Trnrl.^i.{e'^khz,-\-Z,-2Zu-\ri<P) 

-«-'>PiÄ(^i + ^2 — 2Zii— i*)}, 

-^ = mrl.^.{hPi{Z,'\-Z,-2Zu) 

-kP2(k + Z,^2Zu% 
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(37*0 /£- 



(37 c.) 



dx 


+r> 




— X, 


dz 

dVo 


0, 


dx 
dm 


i(^-'-.)-5> 


dm 


i('-'")-f' 


dz 
dm 


i('-'<.)-w^ 


dx 


+«-y> 


3y 


-M.X, 


dz 


0, 



(37 rf.) 



^ = +r^.it.{«'V'P,P,(4-irx)-«-'>ÄÄ(ii + 5^x)} + a?-^, 
(37e.) (^ = ±r^.4{«'^ÄA(2;-rO+«-'>P.Ä(^H-Yi)}+r-^, 

Die Differentiale nach Oz lassen sich aus denen nach ai mittels Ver- 

+ + 

lauschung von ÄT-f tai mit iOi ableiten, indem dadurch da^ und doz^ Pi und Ps? 

Pi und — P29 ^ und — A, x und — ar, y und — y, z und — «, Z, und Zj, 

Zi und Z2 in einander Obergehen. 

Um die Differentiale nach p zu erhalten, bediene ich mich der bekannten 
Formel, welche die Differentiation der Functionen nach p auf eine solche 
nach u zurflckfQhrt, nämlich der Formel 



de(u,p) 



Kf)VA-..^-i(M)-.^, 



dp 
fflr 
auch ©(«4 AT}, Hu, ff(u-^K) setzen. Bezeichnet man daher, analog mit 



wo Z'K=^ für tt = A: also ZX=«'*— J ist. Statt ö kann man hier 
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den Abkflrzangen der P, Z, Y: 

0(« -f AT-}- »«,) ...0(u-{-K— tat) ...0{u-\-i(h)...0{u — itt^) 
dorch 

0, ... 0, ... 0, ... ä, 
und 



durch 



äi? öi?-" ö;?- 

+ - + - 

0'f fi't fyf f^t 

so ergiebt sich, nach einigen leichten Reductionen: 
/ dx 






(37/:) 






ÖS 

dp 



A.Umz'K.uP^ 



wo die ersten Glieder rechts folgende Werthe haben: 

+(g4.2i,r,_ Yj+r,n) -2 ^]} , 
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(37/-.) 
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Ay = ±^rÄ.i(^)'.i<.'>.P.A.[(|^-24rx-r;+r.r,) 
-*.->p,Ä[(|^'-J-2Z.r.-Y;+ Y,Y,) 

^(^^+2Z,Y,-n + Y,Y,)-2^]\, 



- k P. [(|^' -24 r. - n+ 12 r.) 

Aus den Differentiaiquolienlen nach m, <P , Hi, »29^ finden sich die 
nach / und h, wenn man aus den Relationen zwischen jenen und diesen Con- 

slanten die partiellen Abgeleiteten -pT-, -jrf, -^, -^, etc. bestimmt, und dann 



die Gleichungen 



dx 
dh 



dh' dl ' dh ' dt 

dx dm , dx 90 , dx da^ 



etc. 



aufstellt. Setzt man die so gefundenen Werthe von 
in die Gröfsen 



dx dr dz dx 
'dh' dh ' 'dh' "öT' ^*^- 



/ rrCv,)) dy_ d£_d£ dy^ 

^^^•^ ]...,.,_ dz ds_dx dz 
( '■ ~ dt' dt di'dt' 



wo statt t resp. h und / zu setzen ist, so mufs man notbwendig das Gleiche 
erhalten, wie wenn naan statt t resp. trt, <P, Ui^ Oj^ p setzt, und aus den 
so entstehenden 17,^"''^ U^p'^\ . . . ü^''"\ U^^"\ ... die gesuchten üj und V^ 
durch die Gleichungen 
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(39.) 



dl 



dt 



rj(-v,i) __ wj(.x,t) dm I YjlXjZ) 50 



etc. 



(40.) 



dt r ^f dt 
ableitet. Dies ist der Weg, der hier eingeschlagen werden soll. 

Die Resultate der Substitutionen der DilTerentialquotienten aus (37.), 
zunächst in die erste der Gleichungen (38.), sind folgende: 

2) ül:"' = 0, 

3) U^y^ = -ir'X'm.u. P,P,P,P,.{Z,-{- Z,-\-Z^-\- Z,-4Zu}, 

4) rif''^ = -^r'X'm.P,kPih.m-\-Z,-\-i^-2Zu){Z,-\-Y,) 

5) ü^";''^ == -irUH«.AP2P,P2.{(4+4+«*-2Zti)(Z,-t-Y,) 

6) U'/"' = -\-iirn'm.P,P,P,R.i(^yX 

•-0. ^ 0. 

-f2£ra-r,'+5'2r.-2^1 

[4- + 

0. 0. 

2Z2Y2 Y2-|'^2^2 ^"@J7 I ) 

+i'(^)V.-M.z*)Pir'"+*<-^)'(n-f«,z'Ji:)ü:r'" 

-i(M)VAr*.Fy"'-i(^)"(2y;+3r;+3ft)(r^— f), 

während die hier vorkommende Gröfse y-^ — x*-7^ durch: 

•^ dt dt 

aasgedrflekt wird: ein Ausdruck, der sich, wie bekannt, auf die Constante / 
reduciren mufs. 



X 
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Man siebt leicht, dafs die Seiten rechts der Gleichangen (40.) siminUich 
den Factor ^ ^. _ _ 

haben. Sie lassen sich daher ans diesem, darch Differentiation nach einsa- 
fahrenden Entwichlnngsgröfsen ableiten. Za dem Ende setze man 

17= -P(tt, AT-f-ia.-f p; .P(«,-A-ia-f r.). P(k,-»<i,+i»,). P(ii,-t«»4-r,), 
(41.)(»'= V.Zu=U.^, 



fW"= ü 



0"m 



Aus diesen drei Gröfsen erhält man dnrch Differentiation nach den v, und 
darauf nach Annalirung derselben, sämmtlicbe U^''^\ nnd zwar die Glieder 
mit dem Factor Zu aus V', die mit dem Factor -q- aus If', die übrigen aas 
l^ selbst. So gehen die Gleichungen (40.) in die folgenden über: 

2) I7^"> = -ir'l^m.u.U'^:'', 

3) ri"^^ = 0, 

4) U'::'' = -irU' 

Ö»17 . d*V 



(42.) 



,, j/^ d*ü 



d*V 2dV 



i^ 



5) V',:"' = -lr'i'i..j( 






d*ü 



do, 






f 






2BV \ 









2dV\\.d}o^fdx 



dvdVf 9», 

(SR 









6) ül^'y' = 4,>u^ii..i(My. 



« i'^\do,.doi'^ dodv] 



2d*V 



2dW \ 



dv ) 

2BW 



'^ « / 



b*v 



I \Bo,do* 
\ ( d*U 



d*u 



2d*r 



^ 



dVfdv* 



dv* 

2d*r 



8ü, 

2dW \i 
dv, Ä 

2dWs 



dv,dvl dv] 



drr\\ 



-. dx iy ,. ,,i j8l7 I du dU dOi 
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Die Gröfsen V, V, W sind durch die vierte und fflnfte der Glei- 
chungen (23.) gegeben. V erhält man geradezu aus der vierten Gleichung, 
indem man nur, weil nach Nullsetzung der v die Summe der Parameter ver* 
schwindet, Q statt P einzufuhren hat. V und W ergeben sich aus der fflnften 

Gleichung, wenn man sie mit -7^ multiplicirt, nach dem Parameter ^5 einmal 

oder zweimal differentiirt, und denselben darauf verschwinden läfst. Denn es 
ist offenbar 

&^inu,v,)J?{u, V,) ... P(u, i;J).P(ti, %y^ B^iF{uyV,)... F(u,v,)\^^^ 

=^ ^[UyVy) ... 1^{U,V^)* gj^ 

Durch die Multiplication mit Hv^ werden zugleich die in den Coöf- 
ficienten der Gleichung (23, 5) vorkommenden Gröfsen -jj— endlich, da die- 
selben im Nenner den Factor Hv^ haben. Bezeichnet man das Product IT 
för die fünf Argumente Tj, rj, Tj, ^4, v^ für den Augenblick durch /Tö, 
dasselbe für die vier Argumente ri, rj, t?3i v^ durch 774, so ergiebt sich: 

775 = HA.Hvs, 

/7'5 = n'A.Hv.^nA.H'v,, 

n*'b = /7"4.//t?5 + 277'4.77'r5-f i74.Ä"r5, 

77'" 5 = 77'"4,77t;5 + 377"4.Ä'r5 + 377'4.Ä"r5 + 774.77'"r5. 

Durch Substitution dieser Werthe erhält man 

-rt^ 'KIT Wö^^ n4 TFo^^ro^^^'^Wo) 

•*^ lV/74 //'0^^/74 //'O '^//4 7/'0 ' //'O/ 

... //7'4 //v, . i7'e;,M 

Rechts kommt die Gröfse v^ in P nur additiv mit ri4-^2 + t^3+''4 
verbunden und in den H Functionen isolirt vor. Bezeichnet man die Summe 

CreUe^B Journal f. d. M. Bd. L. Hefft2. 18 
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'>i-\-v-2-\-V3-\-Vt zar AbkQrzang mit e, so kann man die Differentiation der P 
nach Vi mit der nach t vertauschen. Dann wird sich beispielsweise das zweite 
DiiTerenlial nach r, wie folgt zusammensetzen: Erstlich, ans den durch zwei- 
malige Differentiation der P nach t entspringenden Gliedern; zweitens, aus 
solchen, in welchen P einmal nach e and die Coefficienten einmal nach Vi 
differentiirt sind, doppelt genommen ; drittens, aus solchen, in denen die Coef- 
ficienten zweimal nach e, differentiirt sind. Erwägt man also noch, dafs fflr 
<?. = die Gröfsen Hv^, H"Vi, WQv^ verschwinden, so erhält man fflr 
dieses zweite Differential: 

I oT 1 ^^"^ 1 dF"' n'4 , , dP" /n"4 . H"'0\ 
-r^Wf-e-e — ^-dT'Jü-rt-dT'Vin'^lFöJ 

+ (1^+30^-^+ 60^H 5,«4))] 

Hier hat man nun noch die Gröfsen -tttq" und „^ mittels der Glei- 
chung (26.) durch ^ und fi^ auszudrücken, und für den vorliegenden Fall P 
durch Q zu ersetzen. Auf solche Weise findet man fflr V, V, W folgende 
Werthe : 

/IT IV //ffv 



(43.) 
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Hier sind 

Ferner sind die drei conslanlen Glieder G, H, I: 

, .CW",.^ n\d*E , , /n'* HO WNöf 



(44.) 



Iwo zur Abkärzung 



n 



E = — M_ = P(tt, t) - Q(u, e) 

gesetzt ist. Endlich ist durch 77 die Gröfse 774 mit den Argumenten -)-Ar-f-i«i-|-«?, 
— K — ioi -{- t?i , -f ^^ 4" ^-2 •> — '02-}- ^^ ) bezeichnet , so dafs also : 

wo f/^ die Entwickelungsgröfse für 77', 77", etc. ist. 

Die Gröfsen 6r, H, 1 müssen auch für f = endlich bleiben, da alle 
übrigen Glieder der Gleichungen (43.) es sind. Für G ist Dies schon nach 
den Gleichungen (24.) klar; U und 1 dagegen bilden zu der dritten dieser 
Gleichungen eine Ergänzung, wie sie sich für jede derselben aus den Ent- 

Wickelungen der Producte 7>(w^ t?i)P(ti, rj) ... P(w, Ox-^ — finden lassen. 

Um die Gröfsen 17^^' >^^ zu finden, ist es nicht nöthig, die Gröfsen 
17, V, W nach den Parametern v zu difTerentiiren und sie dann gleich zu 
setzen. Jede solche Differentiation wird, wie vorhin die nach rg, Glieder 

18» 
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geben, welche aus der Differentiation der Q entspringen, andere, die sowohl 
die Q, als die in den Coefficienten enthaltenen 11 variiren; endlich solche, 
die nur aus diesen letzten abgeleitet sind. Die Differentiation der Q kann 
stets durch eine solche nach e ausgedrückt werden. 

Diejenige der U Ififst sich ebenfalls in folgender Art leicht ausführen. 
Es ist beispielsweise: 

(1.) ^ = n.Y{K^ia,^v-i^w), 

^^•^ ~~äir- — nn ' 

also, mit Vertauschnng der Reihenfolge der Differentiationen nach w und v: 



dw 



and wegen (1.) 



IUI 



n.-^(n. r(Ä+ia,+ »+a7))— /J'iT. r(Ä^+ia, +«>+») 



IUI 



^ aY(A+io.+t>+tt7) 

dw 



Eben so 
(3.) 



d(Jjp) n^(n.Y{K+ia,+v+w)—n"n. r(/i:+io,+«+w) 
~"äiö ~ nn 

d*Y(K±ia^±v±w).^ W ÖI(JC+io,+ t>+to) 



Fflr t> = Ti = V} ^ V3 = tr = geben mithin (2. und 3.) : 

(40 -gf^=n(jsr+i<i,)=r;, 
(5.) _^=i;'.|-ai;4. 

Und eben so findet sich : 

(6.) -^ = i;"+3r;'g:+3r;f^. 
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(7.) -^ = rr-sn^+SYi^, 

etc. 

und dorch mehrmalige Differentiation erhält man aus diesen ersten Differentialen: 
Aus (5.): 

rqi ^n J _ dY''(K-\-ia,-\-v) , ^JI> dT{K-\-ia,-\-v) 

^ ^^ dv* ~ dv '^ n' do 

ö(— ) 

dt(n!L\ d(—) 

etc. etc. 

Aafserdem ist zu bemerken, dafs man Glieder wie -^ ^ — oder 

d*D 9*17 

g-^ — |- r, r, etc. in eines zusammenziehen kann, indem man resp. i?, = — t? 

oder r2 = 4-c setzt, wodurch die angefahrten beiden Gröfsen in resp. -^ 

QtfJ 

und ^ ^ fibergehen. Dies hat einen besondern Vortheil ffir die Differen- 
tiation der Qf denn da in diesen nur die Summe der v enthalten ist, so ist 

^B. #-|2 = 0, «;0L+ «|L = 8||1 = 2|0:. W.. «ndllch die 

dv dv^ ovdv^ ' dv^ov^ avov^ o*' 

Werthe der Gröfsen jzr, jj-, etc. selbst nach AnnuUirung der v betrifft, so 

geben die Gleichungen (28.) durch Substitution von resp. +Ar+iiii, +J1I2 
an Stelle der darin vorkommenden v: 



Aus (7.): 
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(45.) 



I 17'" W TT*' 

In'" c^„,„ , oß' ov»_ . oii" c^,„ . n'" 



= 2 ( r/" + rr ) + 1 2 ( 11 + rjj% 

so dafs also nach AusfOhrnng der im Vorbergebendeii auseinandergesetzten 
Differentialionen alle in 11' oder IT'" multipllcirten Glieder wegfallen. 

Hiernach lassen sich nun alle nöthigen Differentialionen bis auf die 
der Constanten Glieder G, H, 1, welche eine besondere Behandlung erfordern, 
ohne Schwierigkeit ausführen. 

Um zunächst V^^'^^ zu finden, hat man: 



, du . du , du .1, dQf" ,n'dO" , ,/n" , . \dQ' 



dU 

dv "''de, '^dt\ 






dw 



Die zweite Zeile ist hier aus der ersten durch Differentiation der Coef- 
ficienten nach w abgeleitet, da die Gröfsen 77 die v einzeln, additiv mit w 
verbunden, enthalten. Läfst man die in 77' und 77"' multiplicirten Glieder 
weg, so ergiebt sich 

_,^.(,.._,(^+,„„-)t,_||. 

Hierzu kommt nach (43.), ebenfalls mit Weglassung der für sich verschwin- 
denden Glieder: 

++r+(^+a.",)0"+i(^+i2ft^)<?,- 

also durch Addition (nach 42.) : 
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Aber nach (44.) erhält man, wenn man erwägt, dafs, da ^ — nur für l^-^ 
geschrieben wurde, auch in E fOr v, v^^ etc. v-\-w, v^-\-Wy etc. zu schreiben ist: 

folglich 

und da G für m; == t? == r, == etc. = endlich bleibt, -rj- aber verschwindet, 
so ist: 

mithin wenn man statt jr- in V^ seinen Werth aus (45.) setzt: 

(46, 1.) V';:'' = -T*^rU^m.{(?'H6(^2i l^; + 2,ct,)(?"}. 
Durch Multiplication mit u folgt hieraus: 

(46,2.) V"^;'"' = -TV'-'^'"».ti{(?^^+6(Yi + r,+2/..)<?"}. 

Ich behandle nun zuerst die Gröfse y-^ — ar-—^ (nach (42, 7.)). Nach 

dem oben gegebenen Algorithmus für die Ausführung der Differentiationen 
erhält man 

dU du _ „^ „n' ^ dG .80 

Aus der Summe fällt (wegen der Gleichung 36 a.) Q ganz heraus, und es 
wird also in der That 

^^/» « -V dx dy , , o^2 • i öG 9G , 9G 9G» ^ . 

(46,3.) r^r-^W = -^^"^^""'^hr-ä^^ä^-^] = Const 

Etwas mehr Rechnung erfordern die noch übrigen Gröfsen IJa^^, 
üfl''^^ und I7p''''\ Zur Bestimmung der ersten findet man: 
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-i(i;+yi)l^+(y/+^0^'-f^-i{(i-x"'+i^")+3(r/+i1)(^+4^)}f 
-Ylf.-i-r;'+2ri§:!f-,jy;"-3r;'^+3Ti(^+4^))f 

öt', 

, , ao'^ i-'r' 90"' , ,/n" j o \ö(?" ,/iT"'jß ii'xöO' 

Zu der Summe dieser Reihen soll nach (42, 4.) die Summe derjenigen 
Glieder addirl werden, welche durch Verlauschung von -]- i mit — i entstehen. 
Man lasse daher in der Summe die Glieder weg, welche sich erstlich gegen 
einander aufheben, wie die Ite, 3te, öle und 6le Zeile; zweitens, die, welche 
in i7' und 77'" multiplicirt sind (die nicht sogleich weggelassen sind, weil 
immer die folgenden Zeilen aus den vorhergehenden abgeleitet sind) ; drittens, 
die imaginären, wie T/' und Y^. Dann bleiben von den obigen 8 Zeilen 
folgende Glieder übrig: 

+,-, \^+n^^ _6(y;+ riiC^+V.)- 2(1;"+ n"')|-^ 
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Setzt raan für -j^ und -=- ihre Werlhe aus (45.), so wird der Coef- 

ficient von -^ identisch 0. Ferner verdoppeln sich die variabeln Glieder 
durch die Addition der durch Vertauschung von -{-i und — t entstehenden, 
und zu den Constanten treten drei ähnliche hinzu, in welchen v^ und v^ mit 
V und V2 vertauscht sind. Erwägt man dann noch, dafs 

aiogA_ aiog(Y;-r:) _ iY[^ 
da, — da, - Y;-r; 

ist, so ergiebt sich endlich: 

+irU»i«{Y;.0"'4-(r;"+3(rH^i+2,«,))(?'} 

Y\< \fdG . d(i dG dG\\ 



( 1\ \ (dG , dG dG dG\\ 
V Y^—YlJ'\ dv + do, dv^ du, A 



Bezeichnet man die Constante znr Abkürzung mit C,^, und die durch Ver- 
tanschung von a^ and Oj entslehende mit C«,, indem man durch diese Ver- 
tauschung ü^y^ aus Va^^ erhält, setzt also: 

' doov, ^v^av^ ' ö», ör,oü oo^dv ' dv 



, / 2Y',> \fdG,dG dG dG\ 
"iVr,'— r/AVöt, T öt;, dv, Ör,/' 



(47 20 C = 2 ^'^ 2 ^'^ I 1^^ 2 ^'^ 2 ^*^ I 4^^ 



, r 2Yi' \ (dG , dG dG dG\ 



so erhält man: 

(46, 4.) Viy' = -^rU^.« j^VeCl'H ^H2^)^j 

+ir»i^«{y;(?"'+(rr+3(r;4-r,'4-2^)ro^}-irU'»iC,., 

(46, 5.) 1/^''' = -T^^rU^m j^+6(r,'+ ^{ + 2/*,)-^) 

+ir^A^«,{r,'(?"'+(rr+3(T;+rH2/i,)ii)0'}-ir»rmC„„. 

Auf ganz gleiche Art läfst sich die Rechnung fflr die letzte Gröfse üp"'^^ 
ansfflhren; es genügt daher die Angabe blofs des Resultats, in welchem zur 
Abkürzung 
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d'G 



(47,3.) Cp = 



^'<^ •24;?+2f)} 



A.( ^ ^ 



+(- 



d'G 



^■« '.^l+a^)! 



* (2n+2r;+3^).(.^« ■ ^'' ^^ '"^ 



gesetzt ist. Das Resultat ist: 

(46,7.) Vi'''' =.\i{^)\{Y,-ia,Z'K)C^y'^IJ,-ia,Z'K)V^y'\ 

Die Constanten / (46,3.), C«,, C„,, Cp zeigen sieb in diesen Glei- 
chungen sänuntlicb in der Form %. Um sie davon zu befreien, erwäge 
man, dafs 



E = 



2n 



'"^(w) 



= iiHK(^y+^KÄy+-!' 



ist. Setzt man daher fflr den Augenblick: 

(l) i|f:+12.a,f! = J, 

(48.) |2) ^i^-i-12^^! =Ä, 

13) i\f,,I^^ii^,^3f4)§\ = C, 
SO folgt aus den Gleichungen (45.)^ durch Multiplication mit resp. t, £^ ^: 



W. Dumas, über die Bewegung des RaumpendeU. 143 

(49.) < ; ^ 

Um nun zunächst aus der Gleichung (46, 3.) die Constante / zu finden, 
differentiire man die erste dieser Gleichungen zweimal nach v. Dieses giebt 

Nun bleiben die Gröfsen G und A auch fflr £ = endUch, und es mufs 
daher, wenn man nach den Differentiationen die v verschwinden läfst, 

sein, und da fflr 6 = zugleich J = ist, so ergiebt sich aus (46,3) 
dx dy 1 2 ,2 , • Jö*^ 1 d*A d*A d*A) 

Aber aus (48,1.) folgt durch Differentiation nach v: 

gÄ^ = rr+3i;'f +3r;(^+4^) 

^W = ^+(3^"'g-'+3r;'r;)+(3r;'(^+4,«,)+3r.'(rr+2r;^)) 
= rr+6yrr;+3r;'(^+4^i.). 

Addirt man hierzQ die analoge Gröfse -^^ so fällt das letzte Glied (nach 36, a.) 

heraus, und da die beiden ersten Glieder durch Subtraction der durch Änderung 

von -ff in — t entspringenden Gröfsen -^ und -^ verdoppelt werden , so 
erhalt man: 

19» 
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oder^ mit Rflcksicht auf die Gleichungen (36.) ^ 

ein Ausdruck, dessen Übereinstimmung mit den Gonstanten / leicht zu sehen ist. 

Differentiirt man ferner die Gleichung (49, 1.) dreimal nach v, und 
dann zweimal nach v, einmal nach f^, so ergiebt sich, nach Weglassung der 
in e multiplicirten Glieder: 

"^ dv* "~ dv' + \2K/ dv 
o d'G , a^B _ d'A . f n \V~dA , dA\ 

'*öt>aw, "" dv* ~ dv*dv, '^\2kJ \* dv +*öi>,/ 

Aus diesen Gleichungen -^ eliminirt, erhält man 

f, d*G _ d*A , o d'A , f n ^(bA , QA\ 
dvdv^ ~ dv* "T'**a«'».öv, + \2KJ V a» + dv, ) 

und Vi in V3 verwandelt: 

^ d*G _ d*A , ^ d*A . / n \WdA ■ dA\ 
dvdv, ~ dv* '^'^dv*dv,'^\2KJ V öü "T dv,y 

Die Gleichung (49,2.) dreimal nach v differentiirt, giebt: 

«l?=-f^+3|^ + (Ä)'(|^ + ^) 
und daraus folgt in Verbindung mit den vorhergehenden Gleichungen: 



g a'G g d'G . ^dH 

öüSw, öüöi», ' dv 



d*A d'A 



^+^l^l+*(Ä)'i-f-^+^«l' 



dv*dv, dv* 

Man sieht leicht, dafs das letzte Glied dieser Gleichung verschwindet 
Daher geht die Gleichung (47, 1.) in folgende über: 

r — I d*A d*A I ^d*B\ , i d*A d*A ■ ^d'B) 
^O' — \ dv*dv^ äTöJ;^'' '*öI7l"T"| 8i,*dv dv\dvt^^dv\^ 

1 / Y',' \ id*A , d*A d*A e*A) 
'r\Yl — Yy\dv*'^dvl dv] dvl) 

Nun ist oben schon 

^1^ = Y" + ^n'Yi-\-3Y['(^-\-4fi,) + 2{Y["-\.2nYl)§ 
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gefaoden. Hieraus folgt durch Differentiation nach v^^ nach Weglassung der 
dann in /7' multiplicirten Glieder: 



6^ = -3rrr;'+3(rr+2r;r/),r;. 



Ebenso nach v^: 
Ferner ist: 

24^ = r;+4r."'r;+6(rr(^+2;u,)+7;'rr) 

+47;(r:"+3Yi'(^+2/.,)), 

welche Gleichung sich wegen der aus (27, </.) entspringenden 

= r;-f I2i^"r;-|-i2.u,r;"-fi2r;'r;' 

IT" 

auf folgende vereinfacht, in welcher zugleich statt -^ sein Werth 2(r2'-j-r;) 
gesetzt ist: 

24|^ = -4yrr;4-24^r;r;+i2(rr+2r;Yl)(r^+r;)-6Yryr. 

Hiernach erhält man: 



= _4Yrr;+24/i,Yir;4-6(il"+2Yir;)(i^+r;)-6ri'rr, 

oder da nach (27, c.) 

= -2r;"i^-24,ajr|r;-i2YiYiyi+2x4r; 

ist, so ergiebt sich einfacher: 

Durch Addition der entsprechenden Glieder, welche — i statt -\-i ent- 
halten, verdoppelt sich die Seite rechts dieser Gleichung, und wenn man dann 
noch berflcksichtigt, dafs nach dem oben gegebenen Werthe von l^ 



Yj' id'A, d'A d'A d'A) _ ^^„y, 

T=:T;iaI? + öiJf ~öi;f ~9^i — ^^* ^' 



ft V" 
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ist. so ergiebt sich endlich: 

(50,1.) C„. = r2'(rr'+2T;r{)+i;f,r;+rrri' 

und hieraus durch Vertauschung von a^ mit a>: 

(50,2.) C„.. = YUYri-2Y^Yi)^ix,Yi + Yn2. 

Nach derselben Methode läfst sich die Gleichung (47, 3.) fOr Cp be- 
handeln. Das Resultat der Rechnung ist: 

(50,3.) C; = YiYi-Y[Y[. 

Hiermit sind die Gröfsen 17^'' ^\ die sich auf die Constanten 9),,, *, 
m^ tfi, Oo und p beziehen, vollständig als Functionen der Zeit und dieser 
Constanten ausgedräckt, und wie leicht zu sehen, zugleich in Reihen nach 
den Sinus und Cosinus der Vielfachen der Zeit entwickelt. Ich gehe daher 
jetzt zu der Entwickelung der entsprechenden Gröfsen £/(''»^> über; werde 
aber, da die Methode dieselbe ist, nur kurz den Gang der Rechnung und die 
Resultate angeben. 

Zunächst erhält man aus den Differentialformeln (37.) folgende den 
Gleichnngen (40.) analoge Ausdrücke: 



(51.) 



+ + + - 



+ - 



1) U^";^^ = ±iirU*»i.{e'V(PiPiPsP,[Zi+2r,-2Ztt] 

— PiAiPiÄ[4 + ^2 — 2Zii]) 

3) Fi"*^ = 0, 



+ + + - 



+ - 



4) Pi,''*^ = ±iif^l' 



«> (p,p,p,p,[(z.-r,)(Zx+z.-2z«)^ 

-(Z, + 4 + »*-2Z«)(Z,-Z,-2r,)] 
-kkP2P2i(.Z,-YiXZ,-\-Z,-2Zu)-\) 

-«-'•v(p,p.APi[(^i+ri)(4+^.-2Ztt) 

4- (Zj-f Z, — i* — 2Ztt)(Z, — Zi — 2Yyy\ 

[ - P,P,hkl{Z,-\-T,XZ,-\.Z,-2Zu)J) } 
I d\ogX / dx dz\ 



9. W. Dumas, über die Bewegung des Raumpendels. 



147 



>1.) 



'S) ü^''^ folgt aus JJa,' durch die oft erwähnte Vertauschung, 

_ + ^\ 

-(i,4-z,-ff*-2Zu)(|i-2z,i^.-r;+r.r, 

+|l'+2z,r.-r/+Y.r,)] 



+ir^rr«.i(l^). 



+ .^- 






+ + + - 

— P2f2Pi^2 [mulliplicirt in die aus dem Factor 
+ + + - 
von P1P1P2P1 durch Vertauscbung von 1 

mit 2 entstehende Grörse] f 

«i^ /multiplicirt in die aus dem Factor von «"^'^ durchs 

• '\VerwandIung von -fi in — i entstehende Gröfse/j 



= ±if^X^m.{e^'f'iP,PihPi(Zi — Z^-i<P) — P^^ 
-{-e-'^iP.P.P.P.iZ.-Z^^ 

In allen diesen Ausdrücken lassen sich einige Glieder unterscheiden, 

aus welchen die übrigen durch die oft gebrauchten Vertauschungen entstehen^ 

+ + + - 
und welche alle den Factor P^P^PiPi enthalten. Demnach setze man zu 

ihrer Entwickelung : 



(520 



y- ^-^^ 



'fr=ü'. 



0"u 
Qu' 



die natflrlich nicht mit den froher so bezeichneten Functionen zu verwech- 
seln sind. Sie werden durch Differentialquotienten von 
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wo f = r-[-t7i-|-r2 ist, mittels derselben Gleichungen (43.) bestimmt, in wel- 
chen nur Q m P ZM verwandeln und die constanten Glieder G, H, I weg- 
zulassen sind. Die Gröfse 11 hat dann die Bedeutung 

n=H{K'\-ia^^v-\^w)H{—K—ia^-\-v,-\-w)H{ia^'\'V^-^^^ 

wjf jjn 

Und fflr die Differentiationen von — , -=r- efc. , eben so fflr die von 17, V, W 
selbst, gilt alles frOber von den analogen Grörsen Gesagte. 

Durch V^ Vj W lassen sich nun die Gleichungen (51.) in folgender 
Gestalt ausdrücken: 



1) KT ■ 

2) v^^'^'^u.V,, 

3) uL"'' = 0, 



±i.>UV«.je'V[(|^ 



dU , dU 



dv^ 



9 F^ -L f^^^ enlsprechenden\1 
/ "• VGröfse mit o, st. a/J 



— «"'^[der conjugirt-imaginären Gröfse]| 



iXyZ) 



dW 



dW 



4, vr = tiirn'.M(£k-ß^')+(i^+^) 



-2^ + 



^ein Glied, welches durch Ver-^ 
tauschung von a^ mit a. aus 

Entsteht ^ 



-i> r^®^ conjugirten imagi-ll 
*L nären Gröfse H 

, öloffi / dx dz\ 



(53.) \ 



5) rf'*^ folgl aus Uly\ 

-i(^)z'Är.*.ü^->-i(^y.(2rH-2r{+3,o(»^^-^^), 

d*u d*v ' d*ü 1 d*u d*u 



p'Cyir- 



TKi'».i(^y.. 



dw 



do\ dVf 






dol 



dv^ J 



dv] dv, 

, rdie analogen 6Iiederl\ 
'L mit a, statt a^ V 

-)-«"'V(die analoge Gröfse mit — t statt -f Oi 

7) ^$-^$ = ±*'-'^'"»-k<[|^-^]+[«^ »»• «.^«setzen]) 

+ *-'^ ([-«St. +«•] + [-.• St. +.l)j. 
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Ich werde nur für die erste und letzte dieser Gröfsen die Rechnung 
ausführen, und von den andern die Resultate angeben. 

Zunächst ergiebt sich für ü,^^: 

dU , du .dP"' ji' öP" , /n" . . \dP' ./iT'" , .„ n'\dP 
017 .dP"',w dP" /n" , . \dP' , ,r^"'j_4o n'\dP 

also durch Addition: 

Verwandelt man a^ in Oj, so ändert auch fF seinen Werth. Zerlegt 
man das Product II in zwei Factoren, deren einer die Argumente Il-{- ioi -f w 
und ia2-\-w, der andere die Argumente AT-f i«i-|-.a» und — AT — ioi-j-w ent- 
halt, und bezeichnet den ersten mit 772, so erhält man, da die Gröfsen 

JI' JI" n'" Ji'^ 

-=, -j=-, -j=-, -=-, bezogen auf den zweiten Factor, die Werlhe resp. 0, 

2r;, 0, 2ri"-f 12r;if; (nach 28.) haben: 

_ ir2 
~ m' 
n"2 




JZ2 



2r;, 



JI'" _ JI"'2 , ov» Q^'2 



(54.) 



= ^-f 2Y;.6^+2il"+i2Yir;. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (■«+), so ergiebt sich: 
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/72 ändert sieb nun nicht, wenn «i in a^ übergeht; eben so wenig ändern 
sich die letzten Glieder des Coefficienten von P, die nach (27, A.) nur eine 
Function von K, nämlich A« sind. Daher verdoppelt sich die Seite rechts 
der Gleichung durch Addition der entsprechenden Glieder mit Oi statt a,. 
Aus den Gleichungen (28.) folgt für /72: 
n'2 



(55.) 



112 
I["2 
112 






I£^ = (r.+r,)*^-6(r;+r;^.(^,+r,)'-f (Y;"-|-ir)+3(r/-f-i^)'- 

Nach Substitution dieser Werthe, in welchen man statt Yi-fYi auch — i* 
schreiben kann, geht die Gleichung (#) in folgende über: 

ii(l7 + l^H2/0.{P" + 2.i*.P' + ?*^P} 

-\{^Y',-Y[f.P, 
welche offenbar auch so geschrieben werden kann: 

Addirt man hierzu die entsprechenden Glieder mit 02 statt Ui^ multfplicirt mit 
«'>, und subtrahirl endlich die durch Änderung von -\-i in —1 entstehenden 
Glieder, so geht die Seite rechts in 

aber. Also erhält man endlich aus der Gleichung (53,1.): 

(56,1.) ir^r^ = +T»,r';i»»«.{Ä'H6(i^+r;+2^).Ä"-3(ri-r;)Mi}, 

woraus, durch Multiplication mit u, 

(56,2.) f7.^"' = +T>,r»;i^«i.«{Ä"+6(r,'+lI+2^).Ä"-3(r?-r;)Ml} 
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djc d^j 

folgt. Um dieGröfse z-j- x-j^ za finden (nach Gleichung 53, 7), hat man: 

^+^ = -i(YI-i-.').-P"+i(-(i^."+5^.")+2(y;-ii).^').p' 

-i((r;"-rn-3(r."4-ir)^'+3(r;-y;)(^-|-4,u,))p. 

71' 

Da — durch Subslitution von //j für «i iingeänderl bleibt, so ver- 
schwinden durch Addition der entsprechenden Glieder mit a^ statt Ui alle Glieder 

bis auf den letzten Theil des in P mulliplicirten, in welchem nach (54.) für -— 
2Y[ zu setzen ist. Man erhält auf diese Weise: 

(|^—|^)+ (entsprechende Gröfse mit 2 st.l) = -(y^'_y;)2.p^ 

mithin wird: 

(56,3) z^-x^ = Tlr'^'m{Yi-Ylf.S=+2r'm.S. 

Diese Gleichung giebt, in Verbindung mit (46,3.), eine directeVeri- 
fication der DiiTerentialgleichungen der Bewegung des ungestörten sphärischen 
Pendels, indem durch DiiTerenliation nach der Zeit aus den beiden Gleichun- 
gen (46, 3.) und (56, 3.) : 

y7F-'"dF = ^^ 
^^_^^=+2^^ll^|^=-2r^i(^-6•).^.-^^=-i7ar(nach31.) 

dt* dt* du SV ^ ^ ^(^, — ^j jr V j 

folgt, welche Gleichungen mit denen (3.) gleichbedeutend sind. 

Die Resultate der Rechnung für die Gleichungen (53, 4, 5, 6.) sind 
folgende: 



4) i/]-> = +^,rU^m|^+6(y^+r;+2/0^-3(r,-r;f^^ 

±irU^/i{r;ß"^[-(3(yi'+i^2+2/Oy{+yr)ß'K 
Jö) i/ir' = +ArU^m|^+6(r+r;+2,u,)^-3(r^-r/)^^^ 

f6) I7^'^»'^ = ii(^y {{Yl-ia,Z'K) Vt^^^^ 

20» 
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Man sieht leicht die vollkommene Analogie dieser Ausdrficke mit den 
für 17^^' >^ froher abgeleiteten. Schreibt man zur Abkärzung: 

(?"'+3(r,'-i-r;+2/.,).(?' = (?p>, 

Ä"' + 6 ( Y^ + r; -[- 2.«,) ß" - 3 ( r,' - r/)* ä = /?(*>, 

so kann man den in den Gleichungen (45. und 56.) erlangten Resultaten fol- 
gende einfachere Form geben: 

1) vi:'' ^ -^,r'^'fn.Q'*\ 

2) U'^''' = — i^jr'A^M.«(?w 
|3) f^r-^^^O, 

(58.) <4) Ui:"' = _^,r-^',«.jör-411.(?^^> + 3C„.-4r;".(?'|, 

|5) Uly' = -^rU*m.|(?c*)_41^.(?(^) + 3C„,-4rr.(?'|, 

6) i^y-vi'"' = -TVrU'/«.i-3iT/'.6;-6iri'(r-r;).(?'i 
+ii(r,-,«,z'Är) tri;"'>+ (r,-,-«,z'ÄO u!,y'-^z'K.<PU!iy\ 

l2) t/^r-*' = +T»jr^r-«.iiiiw, 

3) f^r'^' = 0, 

(59.) A) ^^i?" = +x'*rU'm.lß(*)-41lÄ('>-4rriR'|, 

J5) tri;'''' = +xVrU*m.|ÄW_4r^'i{(3)_4Yj"ß'|, 

Um nun aus den Gleichungen (2 — 6.) diejenigen fQr Ui und V^ zu 
erlangen, mufs man (nach 32.) die partiellen Oifferentialquotienten der Con- 
stanten, 4*, üi, Oj und /> (da ü„, verschwindet) nach h und / suchen. Da 
jene von diesen durch die Vermitteinng der Wurzeln a, h, c der cubischen 
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Gleichung (7,0.) abhängen, so gehe man auf die Gleichung 

2(^« + A)(r* — O = 2(fira — z){rb-z){rc — z) 
zurück. Variirt man dieselbe vollständig nach den Constanten A, t, a, b, c 
und setzt dann für z resp. ra, rb, rc, so ergiebt sich: 

T^'^ — (a-b)(a—c)'gr {a—b)(a—c)'gr" 
^»yj.j ^ ^^ — (a—b){b—c)'gr (a—b){b—c)'gr" 

\Sc = (HfXi— c) sh \ m 

"•" («_c)(ft — c)'gr (a — c){b — c)' gr^ 

Ferner wurde Ui mittels der Gleichung 

eingefäbrt. Variirt man auch diese Gleichung, deren Seite links eine Function 
von p und Hi, die rechts von a, b, c ist, nach diesen Constanten, so findet 
sich, nach einigen Reductionen: 

— ' r \(a— 6)'(o— c)(6 — c)*y\.i-\-a i-fb ' 1+c »' 

und wenn man fflr (fa, db. Sc ihre Werthe aus (60.) setzt: 

^ . .Jr -{^■\■a){^-\■b){i■\-c) \> ^,b-c)(\-a) , (a-c)(i-b) , {a-b){i-c) iSh 
—'^1^{a—b)*{a—c}(b—c)*J\(a — b){a—c)'^(a—b)(b—c)'^{a—b)(b—c)Sgr 

_ 4 ) (6-c)«(i4.6)(l+c-)+(a-c)'(l+c)(l+a)+(a-A)M+a)(l+ft) ( dl 

*^*~*'' *l (a-*)»(A-c)« { Vifr' 

Fflhrt man endlich statt der Wurzeln a, b, c die Gröfsen x', x", Ai, th 
ein, so ergiebt sich: 



(61,«.) 



'und durch Vertauschung von Ui und Oj (wobei /.(IT, — Y^)^ und A 
^ihre Zeichen ändern): 



(62, o.) 
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wo 

' .(„ _ x'^cn'(/C4-»o,)dn'(g+8a,)+cn»(A:+i«,)+x«dn'(&-+m.) 
' ~ 4xV*sn*(Ä-|-ia,) • ' 

^ ~ 4xV*snSfl, ' 

.(Ä) _ x'«4-dn'(/i:4-/«.)+x«cn'(Jj:+ia.) 
' ' - 8x'x"sn'(Ä:+w,) 

^{A) _ x'*+dn'/g.+x*cn'ia, 
■ 8x*x'*sn'i«, 

8h 
gesetzt worden ist. Für öp erhält man aus der bekannten Formel für ~t; 

wenn man für x^ seinen Werlh in a, b, c setzt: 

und hieraus, mit Hülfe der Gleichungen (60.) und durch Einführung von 
^M ^2? f^ statt a^ 6^ c: 

WO 

(62, ft.) ; 

) p(Ä) ^ x^^ + dn*(Ji:4-t«,)dn*i\+x*cn*(/i:+iqJcn*(>Vi,) 

gesetzt ist. 

Hierdurch sind die DiiTerentialquotienten von ai* Ho und p nach A und / 
bestimmt. Die Gröfse aber ist als Function von Ui^ a^^ p durch die Formel 

gegeben. Aus dieser folgt durch Differentiation: 
d^ = —Yl.da,— Y!,.da. 

Setzt man hier für da^. da^ und dp ihreWerthe aus den Gleichungen iß\.% 
so heben sich die in Y^—ia^Z^K und Y^ — ia2Z^K multipücirten Glieder aaf, 
und es ergiebt sich: 



i 
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(61, e) (J* = -{y[äT- ijjf ).(r,'-r;)*^ 

FOr die gesuchten partiellen Differentialquotienten bat man demnach folgende 
Werthe: 



(63.) 



I* = ^(x-n)'j/Y'^{Y[Ar-nA'')-^{^)'z'K.<P^, 

^ = -X-Y[).UY['.Af^-^i{^)\Y, --ia,Z'K)%, 

, .g- = -(Y,'-r;).l4PCM 

Bildet man mit diesen Werthen ans den Gleichnngen (58. und 59.) die 
Gröfsen Ui und Uh3 so vernichten sich die in Y^—iuiZ^K, Y^ — ia2Z'K 
und <P.Z*K multiplicirten Glieder gegenseitig. Aufserdem verschwinden die 
Glieder mit den Factoren Q und R, weil die Coefficienten 

Y\;\A^^ — Y!^\A^^J^IY^^Y[\Y[-Y[).P^'\ 
Y'^\A'^-Y;,\ A^^^-^.(Y'^ — Y[) .P^'^ 

in Folge der Relation 

Yl'+r," = 

verschwinden. Denn wenn man diese nach Hi, ^2, p vollständig variirt, so 
erhalt man: 

= r^'da,^Y^''da,^[l{^)\tY,\n-r^ 
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woraus sich nach Substitution der Wertbe von ^fli, Soi^ dp in dl und dh 
sogleich die Richtigkeit der Behauptung zeigt. 

Demnach erhält man für üi und Uk folgende einfache AusdrQcke: 

.(Y;^{'>-ri^(»X4<;>''^-«(/*>)+3(C'„.^('^-c'„,^(')-yi'r;'CpPf'>)|, 

gr' 

- ( r, ^i*> - ri ^(*>) (4ftw - M . «(♦')! . 

Die hier vorkommenden constanten Factoren, eben so wie die letzten 
Constanten Glieder, welche zur Abkürzung durch Cj und Q bezeichnet werden 
sollen, so, dafs 



ist, lassen noch bedeutende Vereinfachungen zu. 

Setzt man in den Gleichungen (62.) für die Gröfsen 



> • • 



sn*u sn*i# 



die gleichbedeutenden 

z'o-rti . . . z'(A:+iÄ')-rii . . . z^k-Tu, 

(wo Z'(K-\-iK') = Z^u für fi = A + i^' oder Z\K-^iK') = -^ ist) und 
schreibt dann, wie folgt: 

(66,«.) \B = ^ix'*Z'Oi-Z'K-{-x*Z'(K-]-iK')), 
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so ergiebt sich: 
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(67.) j^i*> = i(ß-^ra 

(p(A) = ^(C'-B(r;+Y,') + ^.rirO- 

Um fflr die Constanten ^{'^, ^J", P^'^ ähnliche Formen zu finden, er- 
wäge man, dafs sich aus den identischen Gleichungen zwischen den Wurzeln 
der cubischen Gleichung 

(i4-*)(i4-c) = (*+c)(i-fl), 

(1+c)(l + a)= (c-|-o)(l-6), 
(l + «)(l + 4) = (a4-*)(l-c) 

folgende Ausdrücke ergeben: 

cn'(ü:+ia.)dn'(A:+.a.) _ H«? . * _ r^+'^'l^^'ft Y>\ 
sn*(Ä + *a.) ~'^=7iSX~"~'^^^^^'^ '^' 

cn'(g-f-ta,) g+« «'"^''"t ^C£:\jDi f^'ir V\ 

sn*(Ä + ia.) ~ o-c 'snVa, ~" U— c/^^* ''^' 

woraus man durch Vertauschung von Oi und ^2 drei ähnliche erhält. Bezeichnet 
man daher: 

|y=_J^j^..(i±l)H.(l±.)+...(|±i)j, 

(«8.) B'=-j4'i«"2'o(i±l)+z'^.(^)+«'.z'(Ar+«o.(|±^)j, 
|f'=-?^|«"z'0'-(^)+z'Ar".(^)+«*-2'(Ar+ijr)'.(|±t)j, 

welche Gleichungen sich mit Einfflbrung von 



(66,*.) D = -r^\x'*.Z'0'-{-Z'JP-\-x*.Z'{K-\-iK')'\ 



xV 



in 



(69.) 



A' = (Yj + YI4-3^).^ + B, 

amformen lassen, so findet man: 

(70.) Li« = i(Ä'-^'II), 
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Aus den Gleichungen (67. and 70.) folgt nun zunächst: 

\ YlA^^-YiA'^ = -i{Yi-r^).B'. 

Um Ci, und C; ähnlich auszudrflcken , eliminire man aus C„^ und C^ 
die Gröfsen r/' and Y^'. Es war 

C'„. = YiiYl"-\-2Y[Y;)^ixXi-VX' 

und y/" iäfst sich mittels der Gleichung (27,6.) 

Y"'u^i2/x^Y'u-{ 6Y'uY'u = x, 

herausschaffen. Um Y" zu eliminiren, erwäge man, dafs ebenfalls aus der 
Gleichung (27.), 

Y>'nY"u = ^A-'^'^ 
siru srru sn*u 

= 4 (Z'O — Y'u) {Z'K- Y'u) {Z' (Ä'-l- iK') - Tu) 

folgt. Setzt man daher fär den Augenblick 

Z'O . Z'K. Z' {K\ iK') oder Z'(P — (1 -j- x*) Z'O* + x'Z'O = Ä 

und erwägt, dafs: 

Z'OZ'Ji:^-Z'KZ'{K-\-iK')^Z'{K-\-iK')Z'0 = — i;^«, 

Z'O-fZ'AT-f Z'(Ä:+tÄ:') = — 3,tta 

ist, so ergiebl sich 

Y"u Y"u = 4Ä-j- 2x4rii —i2fi^ Y'u Y'u - 4Y'u Y'u Y'u, 

also für tt = Ä'-f»öi und ii = t«2: 

Yf'Y;' = 4A:-f 2x4Y;-i2/f,Y/Y;-4Y;Y;Y;, 

Y^'Yj" = 4k-]-2xJI—i2fi^YiY^-4YiYiYl. 
Dnrch Subtraction ergiebt sich hieraus, da die Seiten links gleich sind 

(72,a.) = 2x4-i2/*,(Y,'-f y;)-4(y;y^+y;y;+y;y;; 

und diese Gleichung mit resp. Yj und Y, multiplicirt und von den vorher- 
gebenden abgezogen, giebt: 

f79 I ^ \^"^" = 4Ap+12A/.Y,'r,+4Y;Y^(Y; + Y;), 
l^^,o.j |y,,y,, ^ 4)b-f 12^Y;Yi + 4Y;Yi(Y,'-^Y;). 
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Da U^^ schon in den Gleichungen (58. und 59.) in der einfachsten 
Form gegeben ist, so sind hiermit jetzt die nöthigen Umformungen für die 
Seiten rechts der Störungsgleichungen (6.) geschehen und man erhält ans 
diesen Gleichungen, mit Rücksicht auf (58,59,74.), die folgenden: 

-^ = -*n|/(i,r^).(r^ --Yir^. [sin/3. C)(*>±cos/3./^^*>], 

(75.) ^ +6(r;-f Y; + 2a^)C} ±cos/3{^Ä^/>~4ß(/i^^> + iiiÄ<*>)}], 

^ = _^n.[sin/3.{^'(>^*>-4ß'((F>+J:fiC>^*>) 

+ 6(YH^/ + 2/i,)C'4-4}±cas/5{^'Ä</)-4ß\/f^^>^-iti«^^^^^ 

in welchen alle Glieder rechts nicht nur als explicite Functionen der Zeit 
und der Gonstanten ausgedrflckt, sondern auch in Reihen, die nach Sinus und 
Cosinus der Vielfachen der Zeit fortschreiten, entwickelt sind. Dadurch ist, 
wenn man sich auf die erste Annäherung beschränkt, das Problem absolvirt, 
indem man durch die Integration, ohne irgend weitere Reductionen, die In- 
cremente von l, /^ und 99,, als Functionen der Zeit findet. Man sieht aufser- 
dem leicht, dafs sich diese Integration fflr alle Glieder, mit Ausnahme der in 

R^*^ und R^^^ vorkommenden R und -^^ in endlicher Form ausführen läfst. 
Die Bedeutung der Gröfsen Q, R, ^, -^ ist nach ihrer Herleitung: 

Q= Lim.(P(tt,r)--^) = Z«, 

\ ^'" 2r/..«, 

de * ( 9o, '' dut » ' 

und die entsprechenden Reihen -Entwickelungen sind 
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Q = ä^'f^T^^^'^^Aa?, 

\BQ / n\* Ä,V(1 + 7»A) „. 

(760 ^'^^^^^*^"^^=W-*''^*^' 

Die Ableitung der complemenfdren Reihen, in welchen ^' an die Stelle 
von q trilt, ist fflr den Gebrauch, der hier von den gefundenen Resultaten 
zur Entwickelung einiger specieller Fälle gemacht werden wird, unnöthig. 
Bevor ich aber zu dieser Anwendung äbergehe, ist noch eine allgemeine 
Bemerkung zu machen. 

VIIL 
Da die in den Sinua der Breite mulliplicirten Glieder auch fOr die 
Pole gelten mflssen, während die in den Cosinus multiplicirten hier wegfallen ; 
und da fOr die Pole keine eigentliche, sondern nur eine scheinbare Störung, 
als Folge der gleichförmigen Drehung des Axensystems der Coordinaten y 
und X und der dadurch entstehenden Modificirung des Anfangsstofses, Statt 
findet: so mflssen die erstgenannten Glieder sich sowohl aus den Formeln des 
ungestörten Raumpendels. ableiten, als auch die ursprünglichen, nach Poisson 
gegebenen Differentialgleichungen endlich sich integriren lassen. 

In der That erhält man fOr ß=^n aus den Differentialgleichungen 

IF = ^T+^ 
durch Multiplication mit 1) resp. 2dx, 2dy, 2dz, 2) -|:>^ — ^^ ^ und 
durch Integration der jedesmaligen Summe : 

und hieraus durch Elimination von dx und dy, mit Hfllfe der Gleichung 



V 
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xdx-\ ydy'\-zdz = 0: 

also für / wiederum ein elliptischem Integral in z, aber mit einem Ausdruck 
vom 4ten statt vom 3ten Grade unter dem Radical. Die Wurzeln desselben 
sind ebenfalls reell, und drei von ihnen fallen, bis auf Gröfsen von der Ord- 
nung n, mit ra, rb, rc zusammen, während eine vierte, negative, in der 

Nähe von — ^ lieft. Nachdem iz^ als Function der Zeit bekannt ist, findet man 

den Winkel (p durch die Formel 

so dafs also auch (p von elliptischen Integralen abhangt. 

Auf diesem Wege gelangt man zu Ausdrücken fflr die Coordinaten 
als Functionen der Zeit, die, bis auf Glieder erster Ordnung entwickelt, mit 
den aus (75.) für die Variationen der Coordinaten sich ergebenden Aus- 
drücken fibereinstimmen müssen. Indessen giebt es auch einen Weg, auf 
welchem man die in den Sinus multiplicirten Glieder der Gleichungen (75.) 
selbst, leichter finden kann. Führt man nämlich in die Gleichungen (6, n.) 
statt der Coordinaten x, y, z die Variabein (p und z ein, so ergiebt sich: 

wTi^,z) ^fdzd(p dz dq>\ 

so dafs also in den Gröfsen t/^^'y> die Coordinaten x, y nicht mehr vor- 
kommen. Durch partielle Integration ergiebt sich: 

= *lr-4((''-'')|> 

mithin sind die ersten Glieder der Gleichungen (6, ft.): 



D 



rfT ~ T '•"•"/- dt ' 



-^ = -^nsinß-— ^ 



m ^'"'^ Ff 
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-ji = -»sm/J 5; , 

^ = +iisin/? g^ nsmß. 

Die erste Gleichung giebl, da (r' - «*) |^ = (r' - «0 If = ' <»»e 
Z«t/ nicht enthält: 

dt "' 
wie frflher gefunden wurde ; die zweite, in welcher ^-^ = 1 ist, giebt 

Wie man Dies ebenFalls aus dem ursprünglichen Ausdrucke fflr 17^^'^ - 

|7(^,y) _. j^ dx dj^ dy 



hätte finden können, wenn man darin nor für tt^ und -^ resp. —^ «nd y 

9^0 99)0 '^ 



ö^' "1 dx 

sobstituirte. 

Um die partiellen Differentialquotienten ^ und ^ zu finden, kann man 
sowohl von dem Integral 

.. _ .. X r^ur (^-^)i^-b)(\-c) \ \dx , ,//< -(i+fl)(i+^)(i+gh i^i 

als von der Formel 

ausgehen. Das erste Integral ist leicht unter dem Integralzeichen nach u, b, c 
zu differentiiren, und dann aus den Gröfsen -^, ^, ^ mittels der bekannten 

^3 -It^ etc. ^ und t^ abzuleiten. Dies ist der kürzeste Weg um die ersten 
dk^ dl dl öh ^ 

Glieder der Variationen zu finden. Die angegebene Formel für <p Idfst sich 

ohne Schwierigkeit insbesondere zur Bestimmung der Constanten Ca, 9 Ca, etc. 

anwenden, indem man zu diesem Ende nur die Glieder zu berücksichtigen 

braucht, welche nach den Differentiationen den Factor u haben. 
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Vor dieser Methode, die sich nicht auf die in den Cosinus der Brüte 
multiplicirten Störungsglieder ausdehnen läfst, hat die hier gewählte den Vor- 
zug, dafs sie sich anwenden läfst, so oft die störenden Kräfte, nach den 
Axen X, y, z zerlegt, ganze rationale Functionen der Coordinaten und der 
Geschwindigkeiten sind. 

Ich gehe jetzt zu der Entwickelung der wichtigsten speciellen Fälle 
des Problems Ober; nämlich zuerst des ebenen Pendels, dann eines sphärischen 
mit sehr kleinen Excursionen. Bis auf Gröfsen von der niedrigsten Ordnung 
ist diese letztere Untersuchung von mehreren Mathematikern gemacht, zuerst 
von Binet (Comptes rendus 10 Fevr. 1851) unmittelbar nach der Ent- 
deckung Foucaults. Man ist dadurch zu der Kenntnifs des Sinusgeseizes 
gelangt, welches, wenn man die Bewegung des Pendels unter dem Aequator 
als ungestört annimmt, in der That ein rein geometrisches Phänomen ist. 
Aber für den Aequator verliert dies Gesetz selbstverständlich ganz und gar 
seine Geltung, und es ist die eigentliche Aufgabe der Analyse, den zweiten 
Theil der Störung, welcher hier sein Maximum hat, zu finden. 

^ IX. 

Anwendung auf das ebene Pendel mit beliebiger Amplitude. 

Bei der Bewegung des Pendels in einer senkrechten Ebene ist die 
Constante des Flächensatzes / = 0. Um keine Glieder von der Ordnung der 
störenden Kräfte zu vernachlässigen, nehme man / als eine Gröfse von dieser 
Ordnung an. Die cubische Gleichung: 

2{gz-\-l^){r'-z')-P = 
giebt dann., nach Vernachlässigung der höhern Potenzen von ly die Wurzeln: 

!r Ar\h^yr) \'^' 
_♦ \A.—£——\ .. 
\ ' Ar\h-gr) S'^' 

welche der Reihe nach mit ra, rb, rc zu bezeichnen sind, wenn ii — i^r<::^0, 
also die dritte Wurzel kleiner als — r ist. Dies ist der Fall des Am und 
her schwingenden Pendels, welcher hier zuerst betrachtet werden soll. 
Bis auf Gröfsen von der Ordnung P ist dann: 

a — e 2gr 
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Dräckt man hieraas h darch x^ aas, so erhält man ffir die Wurzeln die Formeln : 

a = 4- l--j.._, 
(78.) (* = 1— 2x*, 

Daraus folgt, dafs, bis auf Gröfsen erster Ordnung, ai = und 02*= ^a:' ist, 
wfihrend t^ oder p bis auf Glieder von der zweiten Ordnung constant bleiben ; 
und zwar findet man: 

1 / 



"» — 4x'» Vigr') 

«2 = 
Ferner wird 






— fl 



also erhält man, da bis auf Gröfsen von der zweiten Ordnung 

* a — c ' 

* a — c 
ist: 

* = TÄ+7^,wl«"Z'0-;^.(Z'0-l)(, 
oder, wenn man zur Abkürzung 

setzt: 

Uro die Formeln fflr die Coordinaten zu finden, hat man ferner: 

oder, da nach Jacobi's (Fundd. §. 61.) 
is^ 
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folglich durch Entwickelung bis aaf die ersten Potenzen von /.* 
und wegen des obigen Werthes von ^: 

~ •! 0M0Ä 4xV» V(^r») ' 0H0Ä I 

Bezeichnet man das Azimuth der Pendel-Ebene, von Nord nach West 
gerechnet, durch a, so kann man 

(79.) 9,„ + ^.^^.« = «±i. 

setzen. Sondert man dann in e'^.P den reellen vom imaginären Theil, so 
ergiebt sich: 

* = +sina — ^^' ^' ±C08a*--j-T-jt--77 — r. \^ r^^ ^ 

^ 0U0K — 4x'x'* /(jr*) &uGK ' 

Qu OK — 4x*x'* i^(irr') 0fi0K 

Man kann hier auch, wie leicht zu sehen, fQr H und elliptische 
Functionen und Zu einfahren, indem 

H(uA'K)H'0 



QuQK 



= xcnti^ 



ist. Durch Diflferentiation nach u erhalt man dann nach (31, a), (wo fflr A 
a — c = 2 zu setzen ist): 

/ ;r = 2rx|snfidnti.sina 

(80.) /y = 2rx|8ntidnii,cosa 

f während z bis auf Gröfsen von der ersten Ordnung einschlierslich durch 

\z = r(l — 2x'sn'w) 
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gegeben ist. Die ersten Glieder dieser Gleichungen sind die gewöhnlichen 
Formeln des hin- und herschwingenden ebenen Pendels; die mit / malti- 
plicirten drücken die Abweichung von der Ebene aus. 

Mittels der Gleichungen (^5.) lassen sich nun folgende drei Fragen 
ohne Schwierigkeit beantworten ; die erste nach dieser Abweichung, die zweite 
nach der Schwingungsdauer, die dritte nach der Drehung der Pendel^Ebene. 

Für die erste Frage giebt die erste der Gleichungen (75.)? nach Sub- 
stitution der Werthe von Y[ und Y!, in ö^*> und Ä<*^ da Q = Zu und 
jR= +xcnficosa zu setzen ist: 

- = -i|/(^H).2n(sin/5.{Z'^w — 2(x'^— x^)Z"ii} 

+ cos/9cosa{;fcn'^ti — 2(x'^ — x^)xcn"ti — 3xcnti}). 
Da xcnu.du sich endlich integriren läfst, so ist es nicht nöthig, auf 
die Reiben-Entwickelungen zurfickzugehen. Integrirt man zwischen zwei be- 
liebigen Grenzen /=/' und t=^t" und deutet durch 

die Differenz der Werthe der Function fu fQr die oben and unten anzu- 
gebenden Argumente an, so erhält man 

[/];: = -i>/(i^r^).^.2n(sin/9[Z'"ti-2(x'^-x^)Z'ii]r 

+ cos ß cos a [x cn'"ti — 2 (x'^ — x^) x cn'« — 3 arc sin (x sn ti)]^)? 
oder, da die Ausfuhrung der Differentiationen 

Z'"ii — 2(x'^-x^)Z'ti = -2a-f öx^sn^tidn^ii, 
xen'"u — 2{x'^ — x'')xcn'u = 3xsntidnii(l — 2x'sn'ti) 

giebt und fflr — , y— zu setzen ist: 

(81.) [/]r = - 2nr\{smß. [2x^sn^ i/dn^ii];' 

-f cos/?cosa[xsnMdnfi(l — 2x^sn^ii) — arcsin(xsnw)]'/}. 

Diese Formel, welche übrigens lehrt, dafs / nach Verlauf einer ganzen 
Schwingung dieselben Werthe annimmt, beantwortet die Frage, wie weit das 
Pendel, wenn es in abgelenkter Lage der Wirkung der Schwere allein über- 
lassen worden ist, in dem tiefsten Puncto seiner Bahn von dem Lothpuncte 
abweicht. 

Bezeichnet man den Werth von / für ti = 0, K, 2K, etc. durch resp. 
4) /m ^9 so fifi^bt die Formel: 

(88,«.) h — li = +2iir^{sin/?.2x^x'^ + cos/9co8a(»f'(l— 2x')~arc8inaf)} 

22» 



168 9' W. Dumas, über die Bewegung des Raumpendeh. 

oder, wenn man die Amplitude des Pendels durch t^ bezeichnet, also x=:siii^ 
setzt: 

(82,Ä.) ^2 — 'j = »r^{sin/?sin^19^ — cos/9cosa(6^ — sin^cosd^)}. 
In dem angenommenen Fall ist offenbar /i = 0, mithin giebt die Seite rechts 
den Werth von I2 an. Aus den Gleichungen C^O.) folgt aber fQr u = 2K: 

also ist die Gröfse der gesuchten Abweichung durch -^* ,. '3 und ihre Rich- 
tung durch das Azimuth oe-f^7i ausgedrückt. 

Entfernt man demnach ein Pendel um einen Winkel & aus seiner Ruhe- 
lage nach dem Azimuth a und fiberldfst es alsdann ohne Anfangs-Impuls 
der Wirkung der Schwere, so geht sein Endpunct an dem Lothpuncte 
in der Entfernung 

»ry ^— )«5-7--rA {sin/3sin^t^ — cos/5cosa(^ — sin^cos^)} 

und in der Richtung des Azimuths um a-^-^n vorbei. 

Fflr eine bestimmte Amplitude erreicht die Abw^eicbung ihr Maximum 
für a = 7i, wenn /3>0, für a = 0, wenn /3<C0, d. h. beidemal für die 
Schwingungsrichtung im Meridian vom Aeqnator nach den Polen zu. 

Für ti = 3Arund ti = AT folgt aus der Gleichung (81.): 

Iz — li = 4wr*.cos/?cosa.{x;^(l — 2x^) — arcsinAr} 
= — 2/ir^ . cos ßcQsa. {& — sin S^ cos &). 

Mithin sind die beiden Enden der Bahn des Pendels durchaus nicht gleich 
gestaltet, und man mufs die Elongationspuncte u = K, bK, 9K,^ etc. von denen 
u = SK, 7K, etc. wohl unterscheiden. Die ersten werde ich die (geraden, 
die andern die ungeraden Elongationen nennen, wenn die Bewegung von 
ti = Är beginnt. Dagegen findet sich ebenfalls aus (81.) ^ 

d. h. die kleinste Entfernung von der Verticalen ist beim Hin- und Hergange 
des Pendels dieselbe. 

Die zweite Frage nach der Schwingungsdauer erledigt sich durch 
den blofsen Anblick der zweiten der Gleichungen (75.), die, wegen des 
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Factors Y^ oder I, Ai=Con8t. giehl; denn aas dieser Gleichung, in Verbindung 
mit der Gleichung ;f=Const. folgt unmittelbar die Constanz der Schwingungs- 
dauer; flbereinstimmend mit der Bemerkung Poissons a. a. 0. 

Um endlich die Drehung der Schwingungs-Ebene zu finden, deren 
Äzimuth, wenn man nur die Elongationspuncte beobachtet, durch die aus (79.) 
nach Substitution von /i ffir / entstehende Gleichung 

gegeben ist, differentiire man diese nach der Zeit, nämlich 

fA'\'\ ^ ^yp I ^ 'i 

^^^'J dt ~ dt 'r4xV«V 

jind behalte in dem Ausdrucke fQr -^ aus (75.) nur die nicht periodischen 
Glieder, also die Constanten und die in die Zeit multiplicirten bei. Man 
setze also 

(84.) ^ = in.{sinß.iB\uQ^'^-6{Y[^Yi^-2t^)C- 4:)±cosß. B'.uR'^ 

Hier kann man, da es nur auf die Werthe von ^o f^r uz=zK, bK, 
9IC, etc. ankommt, uQ^*^ und uR^*^ durch resp. 

^r\Q^*^du und J^r\R^'^du 

ersetzen. Ed ist aber, wenn man durch angehängte Indices Qi^ i^l, 01', . •• 
Äi, ß/, . . . die Werthe der Functionen Q, Q\ Q\ . ^ . R, R', . för u = JC, 
also auch fflr ti=:5J? bezeichnet: 

wo f Rdu den Wertb der periodischen Glieder des unbestimmten Integrals 

fOr «'= K bezeichnen soll. Substitnirt man also für Q and R resp. Zu und 
±xenti.cosa, so erhält man: 

^f"^uRf»du = + (3xx' (1 — 2x*) — arc sin x) cos a, 
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und wenn man Dies in (84.) substituirt^ mit Rflcksicht auf (82, ^i.) : 

Aus den Formeln (68.) folgt aber, wenn man fflr a, b, c nach (78.) 
pesp. -|-1, 1 — 8x* und —1 setzt: 

Daher wird einfach: 
und nach (83.): 



(85.) f =-„sln/3 + ^.A. 

Hiernach sind zwei Hauptfälie zu unterscheiden. Wird erstlich das 
Pendel durch einen momentanen Stofs aus der Ruhelage entfernt, so ist 
/2=:0, mithin: 

(86.) -^ = -nsin/3, 

d. h. die Schwingungs-Ebene dreht sich mit gleichförmiger, dem Sinus 
der Breite proportionaler Geschwindigkeit im Sinne der täglichen Drehung 
des Himmels. 

Die Ebene bleibt ungediidert im Aequator, obgleich das Pendel auch hier in 

einer Curve doppelter Krümmung schwingt. 

Wird zweitens das Pendel in abgelenkter Lage ohne Anfangsstofs der 
Schwere äberlassen, so ist /x = 0, mithin nach (82.) 

/^ = nr^{sin/9.4;f';f''4-cos/?cos«.(2;fx'(l-2x^) — 2arc8in;f)} 

und, wenn man fOr ;; wieder & einfahrt: 

roij \ da • o /4 \ Q /2t9' — sin2*\ 

(87.) -^ = _nsin/3.(l-^) — iicos/9c08a.^.(^-y— ^j^^g:-;. 

Ist nun {\ — tif>l^\ \—^^^2& \ ^^ haben -^ und /? stets entgegengesetzte 
Zeichen; also wird die Drehung der Ebene von jeder Anfangslage aus, im 
Sinne der täglichen Drehung des Himmels geschehen, aber mit verschiedener 
Geschwindigkeit, indem diese ihr Maximum hat, wenn die geraden Elongations- 
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puncto im Meridian nach den Polen zu liegen, und ihr Minimum, wenn die- 
selben Puncte nach dem Aequator gerichtet sind. 

Ist ferner (1 — ^)^ = ^^ ( ^ ^ 1^0082^ ) ^ ^^ '^* ^^^ Minimum der Ge- 
schwindigkeit 0; es giebt also in diesem Falle eine Lage, in welcher die 
Schwiogungs-Ebene ungeändert bleibt; und zwar findet Dies Statt, wenn man 
das Pendel auf der nördlichen Hemisphäre nach Süden auf der südlichen nach 
Norden aus der Lothlinie entfernt. 

Ist endlich (1 — ^)^ << f^^y-rE^ — 55/ ' ^^ ^^^^^ ®^ *^®' solcher Gleich- 
gewichtslagen der Schwingungs- Ebene, bei denen auf unserer Erdhälfte die 
geraden Elongationen nach Südwest und Südost, auf der entgegengesetzten nach 
Nordwest und Nordost liegen. Aus jeder Zwischenrichtung dreht sich die 
Pendel-Ebene der östlichen Lage zu, und zwar bald im Sinne der täglichen 
Drehung, bald umgekehrt. Im Aequator fallen beide Ruhelagen in diese selbst 
hinein, und wenn das Pendel anfänglich nicht in einer derselben schwingt, 
so drehen sich die geraden Elongationspuncte wieder in die östliche Lage. 

Erwägt man noch, dafs bis auf dritte Potenzen von &, 

2i9'^sin2«9- , ^ 

^' i-.cos2* = *^ 

ist, so ist es klar, dafs in unseren nördlichen Qreiten und bei den kleinen 
Amplituden, die man langen Pendeln geben kann, stets der erste Fall Statt 
findet, und dafs aufserdem die Verschiedenheit in der Drehungsgeschwindig- 
keit der Ebene unmerklich ist. 

Die erste der hier für das gewöhnliche, ebene Pendel gelöseten Fragen 
werde ich nun noch für das herwnschwingende Pendel untersnchen, die an- 
dern aber wegen des geringern practischen Interesse dieses Falles übergehen. 

Nimmt man in den Formeln (77.) ä— ^r>0 an, so sind die Wur- 
u/i^Bi m d^ra^lben Reihenfplge mit r^sp. ra, rc, rb zu bezeichnen. Man er- 
hält dann 

o _ 2gr 
^ - h+gr ' 

Qid mem man die Wurzeln bienacb durch h ausdrückt: 
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(880 {* = -l + ^-8^> 

c = -'-^, 

woraus mit HOlfe der Gleichungen (9.) leicht zu sehen^ dafs bis auf Grörsen 
erster Ordnung ausschliefslich, 

öl = «2=+ AT' 
ist. Demnach wird, wie schon früher bemerkt, 

Ferner wird: 

also mit Rücksicht auf: 6'> = 6^ * '^", bis auf Gröfsen erster Ordnung aus- 
schliefslich : 

S = cos^o-dnti^ 
jR = sin^o-dnti. 

Hieraus folgen, da X=a — c=z^ ist, für x und y die Werlhe 

X 

!x = 4:2rcos9osnticnti^ 
y = +2rsin<iPüSnficnti, 
während ' 

z = r(1 — 2sn'ii) 

ist. Nimmt man an, dafs der Anfangsstofs in der Richtung des Asimutbs a 
erfolge und setzt wieder für den Anfang ti = JSr, so mufs man 

+ cos9)ü = sin«, 

Hpsin^o = cos« 
setzen. Substituirt man demgemäfs in die erste der Gleichungen (75.) Qs=:2Su, 
Ä== Tdnticosa und erwägt, dafs Ya-f 11+2/fj und Tj — Yj resp. die Werthe 

^{i-^-x'^) und x^ haben, so ergiebt sich: 

- cos/3co8a(dn'*ii-f 8(1 -|-x") dn"« - 3**dn «)}, 
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woraus durch Integration: 
/= - inr^.l. {sin /?(Z'"ii + 2 (l+;f^)Z'ii) 

— cos /9 cos a (dn'"M + 2(1 + ;f'') dn'w — 3;f*am ii)} -f Const. 

folgt. Es enthalt also in diesem Falle / ein der Zeit proportionales Glied. 
Nach AnsfQhrung der Differentiationen ergiebt sich: 

(90.) / = -|nr^ji-{sin/3(2(l-}-;f'^)Z'0-2;f^+6;f*sn^ucn^ii) 

— cos/9cosa(3;f*sniicn ti(l — 2 sn^u) — 3;r^ani ti)} -f Const., 

und für die Grenzen u = K...2K: 

I2 — /i = — nr^Trcos/Jcos«. 

Die Seite rechts giebt, da hier /i = gesetzt wird, den Werth von 
(2 an. Die kleinste Abweichung des Pendels von der Verticalen wird bestimmt 
durch die Wurzel a, nämlich: 

Die Richtung der Abweichung könnte man durch Entwickeinng der 
Coordinaten bis auf Gröfsen einschliefslich erster Ordnung finden, karzer jedoch 
findet sie sich durch Vergleichung mit dem gewöhnlichen Pendel, mit welchem 
das heruMschwinff ende Fendel für den Grenzfall ;r^=l übereinstimmen mufs. 
Den Modul x kann man durch die Anfangsgeschwindigkeit des Pendels aus- 
drücken. Entspricht diese der Fallhöhe H, so findet sich 

x^ — — - 



H+2r 
Man hat also folgendes Resultat: 

Wenn man dem Pendel in seiner obern stabilen Gleichgewichtslage nach 
dem Azimuth a eine Anfangsgeschwindigkeit mittheilt, die der Fallhöhe H 
entspricht, so weicht es in seinem tiefsten Puncte von der Verticalen um 
eine durch die Formel 



'*^y(7)-*^^^^/^^^^«Y(77T27) 



r bestimmte Entfernung nach der Richtung des Azimuths ct-\--^n ab. 
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XI. 

Anwendung auf ein Pendel mit sehr kleinen Excürsionen. 

Man bezeichne durch l und jjl die Sinus der halben kleinsten . und 
gröfsten Abweichung des Pendels von der Verticalen, und setze daher, da die 
Wurzeln der cubiscben Gleichung a und b die Cosinus dieser Winkel sind: 

,a = 1 — 2U, 

Alle von k\ a^^ a^ abhängigen Gröfsen lassen sich nach Potenzen dieser als 
kleine Gröfsen erster Ordnung zu betrachtenden X und ^ entwickeln. 

Zunächst ergiebt sich aus der Relation zwischen den drei Warzeln, 
nämlich aus 

= \\ab\ac\bc, 
durch Entwickelung bis auf Glieder von der 6ten Dimension einscbliefslicb : 

(91, Ä.) c= _1^2AV'-2;iV'(/^^+A^) 

Ferner 

(x^=l-;f^= 1_(^^_A«)-Ä^(/^^— ;i^)+.... 
Nach Potenzen von x entwickelt, erhält man 

(92,«.) ( -^ = l_ix»_^;,*_,^;,e_... 



^^^^ = i^+A*M-i'Ä'^+- 



und hieraus: 
(92,*.) 



^'0 =0-|)= i^|i+i«HiV^*+-l, 

Z'K = Z'0—)c'= —^x'li—ix'—^x* }, 

z'(^+ijs:')= z'o-i = -i|i-ix*-iV«* 1. 

Nach Substitution dieser Ausdräcke in die Gleictiungen (66.) ergiebt sich: 



,4= ^-11+^+2**+ 



(93,«.) {B = -^'\Hi^+'-U 
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und wenn man nach (91, c.) x^ durch n und l ausdrückt: 

^ = (7:r:?Xv-{l+(^'-3^^)+(2/t*-3.«UM-4Ä«)+...}, 
(93,*0 J^= -^•(l+i(/«'-^')+-}, 

D = -l.{l + i(^*-r) + ^V(23.u*-30^UH7;i*) +...}. 
Ferner erhält man, da 

= *(-«' + ^') - iV (-»* - 26^' X' - 7i*) - A (/t« - 1 5^*A' - 69a*U« -1 3i«) + . . . 
ist, nach (69): 

(93^P.) 1 -(A*''-12^U'4-12^'i*-5i«)4-...}. 

Hieran schliefsen sich, um die constanten Factoren der Varialionsformeln (75.) 
vollständig zu machen, die Ausdrücke: 

'= + l/(2^0/((l-«)(l-*)(l-«)) 

Zur Ansfahrung aller Reihen-Enlwickelungen sind jetzt noch die Gröfsen 
y und g" nöthig. Die erste läfst sich leicht nach Potenzen von x entwickeln, 
nämlich : 

und hieraus ergiebt sich durch Substitution des Werths von x* in ^ und l: 
(95.) q = T^{f^f^-U){i-\-^(fi'-\-X')-\-Hif^'-i-'f+'-)- 
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Um q"" zu finden, leite man zunächst aus den Gleichungen (9.) fol- 
gende elliptischen Functionen für das Argument ai-\-a2=^s her: 

^ • ' a r — o — c' f cc—aa 

Die Bestimmung von g° aus jeder dieser Formeln ist leicht. Wfiblt 
man z. B. sni«^ so ergiebt sich nach Substitution der Werthe von a, 6, c 
in jii und l: 

Aus der bekannten Ent Wickelung für cosecamti^ nämlich 
2K 

sn H sina: ' , \i—2q^^cos2x + (f*n ' 

erhält man aber durch Zerlegung jedes Gliedes in zwei PartialbrQche und 
durch Substitution von ToTF statt x oder q^^ statt ^': 



"t" ^ '* 9«+*<J 9.^1-tia «Ä^l+ifl 9«2->-*a Q^2X|0 



27+*<^ 2q^±i^ , 27^+*^ 27^±*^ . 2(y^HFiL 



etc. 



Sni« 1 — 7+*' i — 72+a I l_^2q:a l-7*±a I 1_^4 

Entwickelt man die Brüche durch Division und bezeichnet fOr den Augenblick 
die Gröfse erster Ordnung: 2 (y^**' — y*-*^) durch z, so findet sich: 
^.2K 

2K 
und wenn man - — und g durch u und A ausdrückt: 

Diese Reihe mit der oben für — r ^u und X gefundenen verglichen, 
giebt : 

Vertauscht man nun /i mit l, wodurch a in i, ;^Mn — -^, y in —q, K in t^K, 
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^n{i9,x) in — cn(JSr-f w, ;f) oder sn {i8,x) in snyx'is,-^^^ mitbin s in x*s 
abergehen, also -^ und aacb q^^''=:e^'^ nngeändert bleiben, so erhält man: 

mid wenn man diese Gleichung zu der vorigen addirt, oder davon subtrahirt : 

+TiTr(lV+146/iU + 50^UH146^A'+17A*) +...}. 

Auf gleiche Weise könnte man q^' und y""' entwickeln, um mittels der 
Gleichung (34.) zur Kenntnifs der Gröfse f zu gelangen. Dieselbe läfst 
sich aber nach dem Additionstheoreme der Z Functionen in 

mnformen. Ans der Entwickelang von Zu, nämlich; 

/ 2^^ Zu — Sk \ ^V'^-'sinix ) 

ergiebt sich aber fOr u = JiL-\-i9: 

in welcher Reibe das erste Glied Oter, die beiden folgenden 4ter, die fol- 
genden 8ter, etc. Ordnung sind. Mit Hälfe der Reihen (97.) erhfilt man hieraus : 

und da nach (96. und 9.) 

/2ü:\. SD(g+M) ^ >.2Ä- 1 J n—aa a-\-b\ 
V« / mia.sa(K-\-ia,) "^ n ' a r\l — bh' a—c^ 



= +7-{l+Ki^'+5^')+iiV(V-42/t^i'+153i*^ 



ist, so ergiebt sich durch Addition: 

(98.) /•= T{l+|/tiHü/^iC^H^')+•••^ 
Hierdnrch ist man in Stand gesetzt, alle Reihen-Entwickelungen, die 
zur Bestimmung der Coordinaten nach (33.) und der Variationen der Con* 
stanten (7ö. und 76.) nöthig sind, ohne Schwierigkeit auszufflhren. Um mit 
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der frQhern Bezeicbnang fflr das ebene Pendel in Übereinstimmang zu bleiben, 
werde dabei 

<A.+(/'+l)a? = a±\n 
gesetzt, so dafs a das Azimulb der Pendelprojection in den Zeiten ist, welche 
« = K, ÖAT, 9K, etc. entsprechen. 

Man erhalt demnächst ans (76.): 

l£(? = ^(^^_A»).{(l-[-4^» + ir)sin2ar + xV(i«'->'')s5n4ar}, 

,±^cos«[(14-A/**-HA'+A^;"*-t'fVi«'^'-mA**)cosa: 
Mt« = ) +-W^'-^')(l+ti»'-i^')cos3x+^^(At»-Xyco85ar] 
U A8in«[(l+ A^'-H^'+tVWA*-- AV^*A'-M*>'*)«na' 
(99)/ . ' +-iV(/*'-^-'Xi + i^'-iA*')sin3ar-f,iT(^«-/78in5ar], 

|0*^ = *(^-^'<Hi/'•'+iA')cos2a^+A</.'-r)cos4J?}, 

/ Asina[(l-Hi«'+TV^'-m/«*+M4/*'^'+ilir>'*)cosx 
(2JWdR^ ) + tV(."*-^')(1 - iA*' + i^*) cos3a; + ,^(;tt»~/»)» eosöa:] 

( +THr(^*-^*Xl-F'+iA*')8in3a:+,i^(A*»-r/8in5ar]. 

Aus R folgt iS durch Differentiation nach (p^,^ also nach a; dann folgen 
nach (31.) aus Q, R, S durch Differentiation nach u nnd durch MultiplicatiOB 
mit r{a—c\ die Coordinaten z, y, x, wobei man die fflr z hinzutretende Con- 
stante durch die bekannten Werthe von z fflr ti = 0, K, etc. bestimmen kann. 
So ergiebt sich: 

« = r{(l-/i'-A'-TVA**+i.«*i'-TV^*) + (|ti*-^')«092ar 
+ T\r(i«*-0'co8 4a:}, 
^cosa[(l-A.«^-tVA'-^/*-:i>A^»r+^A*)8ina? 

+ AslDa[(l-A^'-Ai«'-Ä^^*-TVir/***'+»\ÄrA**>oo»*| 

+ A(/*'-^'Xl+i^'-ii"').cos3x+j|^(A*='->,7co85rl 

^ ^sina[(l-A/*'-A^'-A^/«*-TVir/*'^'+iSV^*)8in« 
+ tV(,«'-^') (l+i-'**-4>'*) • sin 3a?+,|TK/«^-iY8in 5a?] 

± X cos « [(1 _ A^'_ A/*'- WV^*-- iVV/*'^'+ AV/**)C08 « 
+ TV(i«'-^')(l+i^'-i^*')-cos3a:+,|^A**->'')'cos5a?] 

Die ersten Glieder dieser Reihen geben die bekannte elliptische Bewegung 
des Pendels, wo fflr x nnd a, die nach dem Frflhern die Bedeutung 



Jy = 2r. 
(100,«.) 



'a: = 2r. 
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«=y«+i^+ii«A}/(-f-)('-<;o.{i+fA*Hi^*+-} 

haben, ebenfalls nur die ersten Glieder Oter Ordnung beizubehalten sind. 

Die EntWickelung der verschiedenen Glieder der Gleichungen (75.) 
hat keine Schwierigkeit; ich übergehe daher die AusfQhrung der Rechnung 
und gebe nur die Resultate an. Sie sind: 

smß.[{\—ifjl^—%l^)sin2x-\-i{fj^—l^) sin4a?] \ 

l— /«cos/3 cosa'[(l—|iU*—|A,*)cosJ?— (1— ^^Ijtt*— ^ä*)cos3j: / 
X< — tV(A*^— ^')cos5a?]V, 

1+ X cos/3 sin «• [(1 — i/l'— f/«') sin x -\- (1 -j^A^-Ai«') sin 3a? k 



CXOl,«.) 



dt —ig ff-— 



g fifi—KK 

Sin /i. [(1-1^*— ^A.') cos2ar+KA*'— ;i') cos4ar-i{At'- A»)] ^ 
4-;ttcos/3co8a.[(l-l-fA»' — >^') sinx — (l-3Vi»*+ A^*)sin3a? 
X\ -T3;r(At'-X^)sin5ar]>, 

'±icos/3sina.[(l+f ;i*— ,«')cosa? + {i—^X^^-fgfi^)coaSx 

+TV0'**-^')cos5ar]; 

^— « * 



sin /3 . [(/«'+ A') cos2a? + Ki« - i') (i«**+ *') cos4ar 

-(- (^»— A*) (1— li«**— i^*) — Ka*'— A'/. « sin 2ar] 

I -f fi cos^ cos« . [(3A*- ««+ ^fi*-\- ^fi'X"- K) sin a? 

-(M*+>.*-tVH Vy^'+TV^*)sin3ar 
_^y_A»)sin5a?-|-|(/«— ^^««(cosa?— cos3a?)]^ 

( + X cos /9 sin a . [(S/i*'- X" -j- |A*4- »|*»X»-|^^*) cos x 

+ (^»+ A»- A^*+ ^'^-^ f iVi»*) cos 3ar 
^^^»— X»)cos5x— tC^'*— il*)%(8iaar 4- sin 3a:)] 

Ans der ersten dieser Gleichungen kann man mittels der aus (60.) 
folgenden Gleichungen 
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zwei andere für -^ und ^ ableiten, welche dann zugleich die Gleichung 
^ = enthalten; nämlich: 

sin/?.[(l— f^'— ii')sin2ar-|-|(|W*— A»)8in4ar] \ 

1— /i C0S/3C0S a . [(1— |ytt»-|- |X') cos a? — (1— H^» + ||^;C*) cos 3x1 

X < — tV Ci«**— ^*) cos 5a:]>» 

'±;icos/3sina.[(l— |;u'^-f|;i')sina7-f(l— TVi«' + A*')sin3xV 

(101,*.) J ^ 4-A(^'— ^')s'n5ar]/ 

sln/3.[(l— i/**— |;i*)sin2ar+|(/t»— ;i»)sln4x] > 
j— /icos^cos a .[(1 + !;(**— fA')cosar—(l -f ^^»—^r cos 3a:)l 
X< — TÄr(/tt*— r)cos5a?]\. 

l+;Ccos/38in«.[(14-i;*'-ir)8inx+(l-ff|^»-^;i2)sin3xl 

Diese Gleichungen enthalten, da rechts Alles dnrcb die 4 Constanteo 
k, fi, ^„, tn und die ZetV ausgedräckt ist, die vollständige Lösung der Auf- 
gabe der kleinen Pendelschwingungen, bis zu dem oben bestimmten Grade 
der Näherung. Ich werde mich ihrer jetzt zu der Beantwortung der Fragen ' 
bedienen, welche den fQrs ebene Pendel aufgestellten analog sind. 

Zunächst ergiebt sich durch die Integration der letzten zwei Gleichungen: 

[^ = +»y(7)-^ 

f sin/9. [1(1— jttji*)co82ar-f-^(jU^—U)cos4a?] \ 

(102,a.) ( i+/wcos/?cos«.[(l— |A*^+^U)sinar— J(l-TV/*iU-|--,V^i)8in3a?/ 

I X < —^v(f*f*— ^^) sin 5x]l -f Const , 

^±X cos /3 sin « . [( 1 +f tt/* + |U) cos a? -l-i(l— -,^/t/*-|--,2ffU) cos 3a?l 

+ Ä (AtA* — ^^) cos 5a?] ) 
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sin /9. [^ (1— U) cos 2x -f i^e (W^— ^^) cos 4x\ \ 

(102. a.) ( \4 ^'^cos/^cos « . [(1 + i.^^.^H |^^) sin j?— ^ ( 1 -f tVw^— rV^) sin 3x1 

\ X < — £jf(fifi—lX) sin5ar]> -f- Consl. 

i+A cos/? sin a. [(1-f ^/iu — ^Ik) cos ar-f ^(1 -{--^.u/x — t^AA) cos 3^1 

Da der Winkel a nicht constant ist, so ist es klar, dars die Variationen 
von A und /^ fflr das Intervall ... 277 von x nicht verschwinden^ wie es 
beim ebenen Pendel der Fall war. Substituirt man für x die Grenzen ^n 
und n, und bezeichnet die entsprechenden Werthe von a, k und /n durch 
<^M ^9 /^M «29 >l^9 1^2'i eben so wie für x= \7i, 2n, etc., «3, A3, ^, 
«4<) ^49 i^4) etc., so ergiebt sich: 

X{8ln/3./*(l — ;Uj«)— co9/3cos«,.|;Wjtt(l — •^,uf^-\-\%^^) 
(102,*.) / +C08ßsm<^.ifiX{i-\-^fifi-\-^U)}, 

\fh—f*i = ±»y(7) 

vT 

X{sin/3.i(l— U)— cos/?cosa|.|^A(l-j--^^u-f ^U) 

wo sich noch leicht aj auf a^ reduciren läfst, da 02 = ai + ^fik.^n ist. Durch 
diese Gleichungen ist die Erhebung und die horizontale Seitengeschwindigkeit 
des Pendels nach einer Viertel-Oscillation bestimmt, indem diese zwei Gröften 
nur von den l und fi abhangen. Denn wenn man annimmt, dafs das Pendel 
anfänglich um eine kleine Gröfse Q.r aus dem Lothpuncte nach dem Azi- 
mutb a entfernt worden sei, und dann eine horizontale Geschwindigkeit 
co.y(ry) bekommen habe, so ergeben sich aus den Anfangswerthen der Coor- 
dinaten und Geschwindigkeiten 

x = r.gsina, y = r.pcosa, ar = r{l — ^p^— •••}, 

^=+iy(^0-o>cos«, ^ = ±y(^r)cüsina, § = 0, 

fflr / und h (nach 5, 6.) die Werthe 

h = _^r.{l-ip^-.i(o^--ip*-...} 
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und durch Substitution dieser in die cubische Gleichung folgt fQr X und fi: 

vorausgesetzt, dafs von den Gröfsen rechts die untere die gröfsere sei. Man 
sieht jedoch leicht, dafs die unter der Annahme (> >> co gefundenen Resultate 
auch fOr den entgegengesetzten Fall ihre Geltung behalten, und dafs man 
daher auch fQr io^q die Gröfsen l, fi so annehmen kann, wie geschehen. 
Bezeichnet man dann ferner durch (>i, (>,, (»j, etc., (»i, Wi, co,, etc. die den 
Argumenten u = K, 2K, ZK, etc. entsprechenden Elongationen und Ge- 
schwindigkeiten, so erhält man: 

Hiernach gehen die Gleichungen (102, 6.) in die folgenden aber : 

!(».-a>,(l-i<>l-i«>J) = +n}j{^){smß.Q,{\-\g\~^m\) 
— cos/?cosa,.|el(l+/^(»J+,'ja)J)+cos/3sin«2.t^p,ü;.(l-f^(.J-4a>J)}, 

— cos/3 cosai.§(»xWj(1—^pJ-[-fH)+cos/?sinaä.|£oJ(l—,V(»J+,V«'J)}. 
Auf gleiche Weise findet sich: 

!C3 — Ci = +«l/(7).f(>i«'i(l — i(»Hio»i)-cos/i(co8«,+co8a,), 
//rx 
0,,— töi = +ny(-;.|-(.J (l + AcHAo'J)-co8/3(coso3:f cos«,), 

pj — Ci == TwyCp-ieitöiCl — icH-i«'i)cos/5(cosa, — cosög), 
tuj— c«i = ± n l/(-^) . I (»H 1 + Ap1+ A»?) cos /? (cos «^ — cos «j), 
oder, statt der letzten Gleichungen, da 

cos«, — cos aj = 2 sin «3 sin i («6 — «1) = "^Z/ilnsina 
ist: 

((»5— Ci = +«y(f).i(»>J.Ji.cos^sina, 
(103, c.) { ' J 

ICÖ5— c«! = — /iy(^— j.^()Jcüx.:7i.cos^sina. 
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Setzt man beispielsweise cü] = 0, d.h. läfst man das Pendel ohne An- 
fangsgeschwindigkeit fallen, so ergiebt sich aus diesen Gleichungen (103, a^ 6^ c): 

p,= +n|/(p.{sin/?.pi(l— ^pD— cos/9cosa.fpUl + TVÄ 9z = Qi, 

c«3 = ±w]/(~).ipi(HAPi)-cos/3cosa, ^6 = 0: 

Resnitate deren Übereinstimmung mit den früher fOr das ebene Pendel gefun- 
denen leicht zu sehen ist. 

Um zweitens die Änderung der Winkelgeschwindigkeit der Projection 
des Pendels zu finden, bemerke ich, dafs die mittlere Lage dieser Projection 
durch 

gegeben ist, mithin die mittlere Winkelgeschwindigkeit dem Ausdrucke (j^^^ 

nach Weglassung der darin enthaltenen periodischen Glieder, gleich ist. Die 
Differentiation giebt, da die Constanten als variabel angesehen werden: 

^ = ^±l/(f)('-'«)i((^-3^)$-(3/^-0 

Aas (101,6.) folgt aber 

(104,«.) |(^_3A)-Jf + i(i-3/.)^ 

= +^n(fiiti — n).{sin/9sin2j7 — /icos/9cosa(cosar — cosßor) 
+ ^cos/?8ina(sinj?-j-8in3a?)}, 

und hieraus durch Integration, wenn man die willkOrliche Constante durch 
die Werthe för u==K bestimmt : 

(104,*.) i-i(fj,' — SfiX']-l^) = 

l-i(/^i-3^,^i + ÄD;+*n|/(pO^/t-a)(i8in/?-i/tco8/?co8a,) 

+ |n y (~V,a/i — U) {^ sin/9cos2ar -j- /^cos/9cosa(sin a? -r ^sin Sx) 
+ ilcos/?sina(cosa?-|*i^^s3a?)}. 

Femer folgt aus (101, n.), mit Hälfe von (104, aJ): 

24» 
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C104,r.) ^±/(f)(l-iit..a + |^^-iU)-^ 

±)/(^)('-«-l(0-3*)$-(3^-«^) 

-| fvcosßcosa.\(^—f^^^ 

± A cos/i sin « . [(-^XT — i"!^'^ 4" i iW^— 1 ^^)cosa? 



Hier bat sich der Factor fjt — k im Nenner aufgehoben, wie es nothwendigf 
ist, weil offenbar -^ für ,a = Ä endlich bleiben mufs, während -^ und -^p 
nnbestimmt werden durften. 

Behalt man nun aus den Gleichungen (b. und c.) die nicht periodischen 
Glieder bei, sa ergiebt sich endlich für den gesuchten mittlem Werth von -S: 

— 2n cos/? cos a . u(^^^l — A^) 9 
der mit Einfahrung von (j und co für /n und l in den folgenden Obergeht: 

(104, rf.) ^ = +^±.il-^^^J^^a,-^i^^)-nsin(S.ii^ 

— l n cos ßcosa.Q (p^— w!^). 

Diese Gleichung besteht wieder, sowohl wenn q ^lo, d. h. das Pendel 
von dem höchsten Puncto seiner Bahn ausgeht, als wenn (»<C^ ist. 

Theilt man dem Pendel dieselbe Anfangsgeschwindigkeit ui in dersel- 
ben, durch (I und a bestimmten Anfangslage, einmal nach links hin, dann nach 
rechts mit, so wird seine Winkelgeschwindigkeit um die Gröfse 

im ersten Falle durch die Drehung der Erde vermindert, im andern dagegen 
vermehrt. Setzt man, um zu den Resultaten fOr das ebene Pendel zu ge* 
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langen, co = 0, so wird diese Differenz: 

i»sin/9(l— f (>^)-|-iwcos/?cosa.p^ 

Dagegen ffir (» = ist sie, unabhängig von w: 

nsinß. 

Was drittens die Schwingungsdauer betrifft, so ist solche ebenfalls 
durch n afficirt. Die Zeit, welche zwischen zwei um ein Intervall €i==4Ar 
entfernten höchsten Erhebungen verfliefst, wird durch 

W.=x = Lm " + n = "^-^^ + ['oL = ^ + 5 . Ld, + t'J: 
ausgedrückt, wo diie Indices denen von l, fi, etc. entsprechen sollen. Erwagt 
man, dafs — = i^y(y){l + i^i^+i^^+ ••} bis auf Gröfsen 4ter Ordnung 
constant ist, so erhalt man einfach: 

Zwischen diesen Grenzen integrirt, ergiebt sich aber aus (101, a.) : 
[/jJJ^ = ±nj-—^jj^'{—?\riß.\{fiti — U).2n — Xc^^ 

folglich, wegen des angegebenen Werths von — : 
(105.) [C = 2^/(p{(l+ii^/^+i^^) 

Drflckt man wieder X und fi durch q und m aus, so findet sich, dafs 
die Schwingnngsdauer, die ohne die Drehung der Erde durch 



2^|/G)(HiVpHtV«>^) 



^9' 
ausgedrflckt wird, durch die Wirkung dieser Drehung in dem Verhältnisse 

1 :»/(p jiptt'sin/:?+i.^^^^.cos/9cosa| 

bei links drehender Bewegung vermehrt, bei rechts drehender vermindert 
wird. FQr das ebene Pendel bleibt die Dauer demnach ungeändert; wie es 
ebenfalls früher gefunden wurde. 
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Aus der Schwingungsdauer des Pendels und seiner mittiem Horison- 
talgeschwindigkeit kann man nun auch noch leicht die Dauer eines ganzen 

Umlaufs = . , und den Winkel =[y]^, den die Projection während 

\dt) 
einer ganzen Oscillation beschreibt, finden, ohne weiter auf die Gleichun- 
gen (101.) zurfickkommen zu mflssen. 

Königsberg in Fr. im Mdrz 1854. 



fk^«; 10. Eine Eigenschaft der Zahlen. 

ei zugleich der Stelle der Ziffer entspricht, ist aber nur dann ausführbar, 
wenn die Anzahl der Ziffern der ursprflnglichen Zahl gerade ist; denn ist 
sie ungerade, so kommt das Zeichen 4- in der urspränglichen Zahl einmal 
öfter vor. als das Zeichen — . mithin in der neuen Zahl einmal weniger oft, 
als in der ursprQnglichen . so dafs eine der Ziffern in der neuen Zahl nicht 
das ihrer Stelle geböhrende Zeichen bekommen kann. In diesem Fall mufs 
man der gegebenen Zahl eine A«// vorsetzen; was an derselben nichts ändert; 
dann ist die Anzahl ihrer Ziffern gerade, und die Regel kann befolgt werden. 

Beispiele. 

---r--r - + - + -+ - + -+- + 

1) 853214 853214 853219 

-284153 +5 14328 +43285 1 

= 113 7 3 67 =1367542 =1286065 

= 11.103397 =11.1.24322 =11.116915 

-h--r-+ +- + -+ +- + - + 

2) 5 3214 53214 53214 

-1 -15342 +34152 + 12354 

=68556 =87366 =65568 

= 11.6232 + 4 =11.7942 + 4 =11.5960+8. 

In den Beispielen (2.) bekommt die letzte Ziffer nicht das ihrer Stelle 

gebührende Zeichen, und daher geht die Summe der ursprünglichen und der 

neuen Zahl nicht mit 11 auf. iMan setze also der gegebenen Zahl eine Kuli 

vor. Dann verhält es sich wie folgt: 

-+-+-+ -+-+-+ -+-+-+ 
053214 053214 053214 

+2 15043 +4 15 320 +502143 

=268 2 57 =468534 =555357 

= 11.24387 =11.42594 =11.50487 

Berlin, im August 1854. 
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IL 

Bemerkungen aber Directrix- und Furspunctenlinien. 

(Von dem Herrn Dr. Raabc, Prof. der Math, an der Universität zu Zflrich.) 



MJ Qr die Fufspunctenlinien einer unterlegten Linie giebt es^ ihren 
Flflcben-Inhalt betreffend, ein von Steiner herrührendes Theorem, welches, 
wie Alles was von diesem ausgezeichneten Geometer herstammt, den Stempel 
der Genialität trägt. Einem allgemeinen analytischen Nachweise, so wie einer 
Erweilerong des Theorems^ sind die hier folgenden Bemerkungen bestimmt. 

Zur Rechtfertigung der Überschrift bemerke ich, dafs dasselbe Theorem, 
so wie seine mitzutheilende Erweiterung, auch auf die Directrixlinien aus- 
gedehnt werden kann, indem nach meiner, im 48. Bande dieses Journals be- 
findlichen Abhandlung über die in Rede stehenden Linien, jede Directrixlinie 
einer bestimmten unterlegten Linie, unter Beibehaltung desselben Pols, zu- 
gleich Fupfpuncfenlinie einer andern, aus den der erstem leicht herzu- 
stellenden Linie ist. 

Nach Nr. 11. Gleichung (C.) der genannten Abhandlung hat man, wenn 

(10 A^^) = 
eine zwischen den rechtwinkligen, respective mit den Coordinaten-Axen 
X und Y parallel laufenden Coordinaten gegebene Linie vorstellt, die in 
der erwähnten Abhandlung die ^yVnterleffte' und nach S/einer die „Ba$is" 
genannt wird, diese Gleichung mit den zwei folgenden: 



wo V|==«^ ist, durch Elimination von | und v zu verbinden, um als End- 

Ergebnifs die endliche Gleichung zwischen x' und y' der verlangten Fofs- 
punctenlinie zur unterlegten in (1.) zu finden; falls nämlich die Coordinaten 
a und (3 (respective parallel mit den Coordinaten-Axen X und Y^ die Lage 
des Poh bestimmen. 

Wenn zur Vereinfachung der vorliegenden Mittheiluug die Gleichung 
der Fufspunctenliilie durch sogenannte Polarcoordinaten dargestellt und der 
Anfangspunct dieses Coordinatensystems im Pole selbst angenommen wird, 
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so ist in den Gleichungen (2.)> 

a?' = a-f rcosii, y = /i-|-rsinfi 

zu setzen, wo r dep Radiusvector und u die Neigung desselben gegen die 
Coordinaten-Axe X vorstellt, so dafs die Gleichungen (2.) nunmehr in fol- 
gende übergehen: 

(3.) %lisi„«_^^cos« = 
«S dv 

und 

(4.) (I — «) cos ti -f (i; — ^) sin fi ■= r. 

Aus den Gleichungen (1. und 3.) stelle man sich | und v als Functionen 
von u (die offenbar von a und ß unabhängig sein werden) ermittelt und 
die Ergebnisse in die Gleichung (4.) eingeführt vor; dann wird diese Glei- 
chung die verlangte sogenannte Polargleichung der Fufspunctenlinie zu der 
unterlegten in (1.) sein. 

Ein Flächen-Element dieser Linie ist bekanntlich durch \r^du gegeben« 
Bezeichnet man sonach durch F die endliche Fläche des gemischten Dreiecks, 
dessen zwei Schenkel zwei Werthe von r sind, die den Annahmen ti=4ii 
und u=:^n beziehlich entsprechen, und dessen Basis das innerhalb dieser 
Radiivectoren enthaltene Peripheriestack der Fufspunctenlinie ist, so hat man 
folgende Bestimmungsgleichung besagter endlicher Fläche: 

F = kf\^ _ a) cos fi + (ü — /9) sin vf du, 

m 

welche nach Feststellung folgender Abkürzungen: 

!Ä = y (fcosti-|-i;sintt)costirffi, 
m 
B = I (|costi-| t; Sinti) sin tii/ti^ 
C = y (§ cos ti -fr Sinti)* rfti, 
m 

in die folgende übergeht: 

F== ^C— ^a^B/8— i^y^Vcosti-f /Ssinti)^rfti. 

in 

Wird hier 

(6.) a=:^a''\'a und )ff = /8' + * 

gesetzt, und ist Fi der Werth von F bei der Annahme ii==Ä=0, d.h. wenn 
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a^:^a' uDd ß = ß' ist, so hat man^ da nach dem Vorausgeschickten A, B 
und C von a, ß unabhängig sind, dem Tay/or'schen Satze fOr zwei Variabein 
gemäfs, folgende Bestimmungsgleichung: 

dF* dF^ d* Ff d^Ff d^ F' 



WO 



(7.) F= iC-Aa'—Bß'-\-iy''(tt'co3U-\-ß'8mufdu 

m 

gesetzt ist, und wo A, B, C auch von a' und ß' unabhängig sind. 
Aus dieser Gleichung (7.) ergiebt sich dann: 

•^ = — A\J (a'costi-| /?'sinti)costii/ti^ 

dP , "*/". 

-^ = —BA-J (a' cos u -f ^' sin u) sin €ii/€i^ 
-^=J cosü'du, 5sf^=y cosMsinttrf«, -^^J sinndu; 

m m * m 

folglich erhält man: 

m 

Verfugt man über die Gröfsen a', ß' so, dafs sie den Gleichungen: 

dF* dF^ 

rfa' ^' dß* " 

genflgen , die vermöge der Gleichungen in folgende übergehen : 

|a' /"cosiiVi/-[^/fcf /*costtsinwrftt = A, 

(9.) '^ '" . '^ 

1«'/ cosu8\nudu \ ß^ fswiu^ du = Ä, 

d. b. nimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe von a' und ß^ und fahrt 
diese Bestiromungs- Ergebnisse in die obige Gleichung (7.), welche jP an- 
giebt) ein, so erbält man: 

(10.) F =- F'-\'\f\acosu^bs\nüfdu. 

m 

Aus diesem Ergebnisse zeigt sich unmittelbar, d. h. ohne Zuziehung 
der aus der Differentialrechnung bekannten Ilälfssätze, dafs F' der Mifnnmm^ 

25* 
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ti^erih von F ist. Wenn nämlich der Pol durch die Coordinaten a' und ßf 
den Gleichungen (9.) gemäfs bestimmt wird; so hat das oben erwähnte ge- 
mischte Dreieck innerhalb der festgestellten Grenzen m und n die kleinste 
Fläche, kleiner als bei jeder andern Annahme des Pols, für dieselben Grenc- 
werthe i/i und n. 

Dieses vorausgeschickt« wenden wir uns nun dem eigentlichen Gegen- 
stande der vorliegenden Note zu. 

Vollzieht man das bestimmte Integral in (10.) und fahrt folgende 
Gleichung ein: 

(II.) {n — #/!-{- |(sin2/i — sin 2m)} a- — (cos 2/4— cos2m)ab 
-|-{«_,/i_^(sin2it-sin2//i)}*' = k\ 

so bekommt die Gleichung (10.) die Form 

(12.) F = F'-\-\l\ 

Erklärt man nun l für eine Constante, was bei unendlich vielen An- 
nahmen Aber a und b der Gleichung (11.) gemäfs zu realisiren möglich ist, 
so stellt dieselbe Gleichung, falls a und b rechtwinklige, respective mit den' 
Coordinaten-Axen X und Y parallel laufende Coordinaten von Puncten sind, 
eine Linie zweiten Grades mit einem Mittelpuncte dar, wo der Mittel- 
punct mit dem Ninimumpol a!, ß zusammenfällt. Es zeigt sich demnach aus 
dieser Gleichung (12.), dafs, wenn der Pol einer Fufspunctenlinie in irgend 
einem der Peripheriepuncte dieser Linie vom zweiten Grade angenommen 
und von demselben aus das oben angedeutete gemischte Dreieck constrnirt 
wird, jedes dieser Dreiecke denselben Flächen-Inhalts- Ausdruck rechterband 
in (12.) hat, falls die Begrenzungen m und n aller dieser Dreiecke dieselben 
bleiben. 

Wegen der näheren Beschaffenheit dieser Linie zweiten Grades mit 
einem Mittelpuncte, zeigt sich, wenn man nach den allgemein bekannten Vor- 
schriften verfährt, leicht, dafs sie eine Ellipse ist. Der Mittelpunct derselben 
liegt, wie schon gesagt, im Minimumpole, dessen Coordinaten a! und (¥ aus 
den Gleichungen (9.) zu entnehmen sind. Die Neigung der grofsen Axe 
der Ellipse gegen die Abscissen-Axe X ergiebt sich, durch fi dargestellt, ans 
der Gleichung 

(13.) lang 2^ = lang (n -|- »»)• 
Wenn ferner ZV die halbe grofse, und M die halbe kleine Axe der Ellipse 
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ist, so findet sich leicht: 



(14.) N=-j. ^-^ ^ und M 



y(M — m — sin (/« -— m)) " /(w — m -f sin (%% — m) 

Wenn endlich durch c das Excentricitätsverhältnifs der EHipse bezeichnet wird, 
so erhält man 

(15.) . = iZ-ifinüizi^. 

Dieses Alles vorausgesetzt, lautet der erweiterte Steinersche Satz 
wie folgt: 

Wenn zu einer unterlegten Linie die eben beschriebene Ellipse, 
und von irgend einem Peripheriepuncte derselben als Pol, die be^ 
treffende Fupipunctenlinie hergestelll ist, so wird der Fldchen-lnhall 
je eines, einem dieser Pole zugehörigen gemischten Dreiecks, falls 
dessen Begrenzung überall dieselben zwei Winkel oder Kreisbogen 
vom Radius 1 sind, welche oben durch m und n bezeichnet wurden, 
stets gleich grofs sein. 

Die Ellipse gehl in einen Kreis über, wenn deren Excentricitfitsver- 
bältnifs gleich 0, also nach der Gleichung (15.), 

(16.) sin(n — fii) = 
ist; und da n noth wendig verschieden von m sein roufs, so ergiebt sich: 
n — m = 71, oder auch n—m = 27i^ 

wo die letztere Bestimmung nur dann, geometrisch betrachtet, von Werth ist, 
wenn m = angenommen wird. 

Bei Zugrundelegung dieser Gleichung (15.) geben die Gleichungen (9.) 
folgende Bestimmungen: 

2J ,w 2B 






n — m ' n — m 



Zieht man um diesen Pol, als Centrum, einen Kreis von beliebigem Radius, 
und nimmt jeden Peripheriepunct des Kreises als Pol einer Fufspunctenlinie 
sor unterlegten Linie in (1.) an: so ist der Flächen-Inhalt jeder dieser Fufs- 
panctenlinien, oder je ihrer symmetrischen Hälfte, constant; worin dann die 
engere Fassung des oben genannten iS/^in^rschen Satzes für Fufspunclenlinien 
besteht. 

Zflrich, im October 1854. 
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Discussion über krumme Flächen in Beziehung auf 
Directrix- und Fufspunetenfiftchen. 

(Von dem Herrn Dr. Raabe, Prof. der Math, an der Universität zu Zürich.) 



JCiben wie bei einer JLinie, kann auch bei einer Fläche von den ihr 
zugehörigen Directrix -- und Fufspunctenflächen die Rede sein. Da ich 
über diese^ wie im 48. Bande Ober Linien, zu beachtenswerthen Sfitzen ihres 
gegenseitigen Zusammenhanges gekommen bin, so theile ich solche im Vor- 
liegenden mit; schicke jedoch eine unzweideutige Begriifsbestimmung lersel- 
ben voraus. 

I. Wenn man zu einer unterlegten Fläche A und zu einem fixen Puncte, 
Pol genannt, eine Fläche D von solcher Beschaffenheit suchte dafs sämmt- 
liehe Puncto der Oberfläche A eben so weit vom Pole als von den 
Puncten der Oberfläche D abstehen, so nenne ich die letztere die Di^ 
rectrixfläche jener unterlegten A. 

II. Legt man durch sämmtliche Puncto der Oberfläche A tangirende Ebenen 
an diesetbe, und zieht vom Pole aus Perpendikel auf sämmtliche tan- 
girende Ebenen« so nenne ich die Gesammtheit dieser Begegnungspmicte 
die Fufipunctenfläche der unterlegten A , oder hflrzer, die Fläche F. 

Dieses vorausgeschickt, stelle man sich ein orthogonales drei-axiges 
Coordinatensystem vor, auf welches sämmtliche hier zur Sprache kommenden 
räumlichen Objecto werden bezogen werden. 

1. 
Man stelle den Pol durch die Coordinaten a, ß, y fest, die bezOglich 
mit den Coordinaten- Axen -ST, Yy Z parallel sind; und gleichfalls parallel mit 
diesen Axen atelle man durch ^, v,% die Coordinaten irgend eines Pnocts 
der Oberfläche der unterlegten Fläche A vor, deren Greichung durch 

(1.) m.^X) = 

gegeben sein soll, wo f ein Functionszeichen der drei Coordinaten bedeutet. 
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Dann wird die VerhindungS'-Gerade des Pols mit einem Puncte {^, v, ^) der 
FJäcbe darch 

ausgedrückt. 

Die Coordioaten irgend eines Puncts der Oberflache der gesuchten 
Directrixfläche D, gleichfalls parallel laufend mit den erwähnten Coordinaten- 
Axen, sollen durch x, y, z bezeichnet werden. Dann wird die Verbtndungs^ 
Gerade des vorhin erwähnten Puncts (f , v, ^) mit einem Puncte (x, y, z) der 
Fläche D durch 

ausgedrückt. 

Sind nun die beiden Puncte (f, v, ?), (x, y, z) beider Flächen A 
und D zusammengehörig ^ so mufs die zuletzt ausgedrückte Gerade^ erstens, 
der zaerst ausgedrückten Geraden gleich., und zweitens v mufs sie in der Stel- 
lung eine Normale zur Fläche D im Puncte {x, y, z) sein, damit D die /?i- 
rectrixfläche zur unterlegten A (nach I.) sei. 

Drückt man die Differentialgleichung der Fläche D durch 

(2.) dz =: pdx\qdy 

aus , so giebt die eben erwähnte Anforderung des Normalseins folgende Glei- 
chungen : 

(3.) x-f+//(«-^) = 0, und y~i4y(5r-0 = 0, 

und die Anforderung der Gleichlieit beider Yerbindungs - Geraden giebt die 
Gleichung 

welche auch mit 

gleichbedeutend ist. 

Zieht man aus den Gleichungen (3. und 4.) ^, v, ^ als Functionen von 
^» ff ^j Pj 9» und f^hrt sie in (1.) ein, so erhält man eine partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, deren Integralgleichung die verlangte, jetzt 
in Rede stehende Lösung geben wird. Da aber die Unbestimmtheit der 
Function f in der Gleichung (1.) der erwähnten Integration im Wege steht, 
so betreten wir den Ahnlichen Weg, der bei Gelegenheit der Angabe der 
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Direcirixlinie befolgt wurde, d. b. wir differentiiren die Glelcbung (1.) par-^ 
tiell, einmal nacb •x, und einmal nach y, wobei wir uns 1^ v, ^ als Functio- 
nen dieser Variabein, den Gleichungen (3. und 4.) gemfifs, ersetzt Vorstellen. 

2. 
Man differentiire zuerst die Gleichung (4.) nach sämmtlichen Variabein 
ifV^TC,, x,y,z, und berücksichtige die Werlhform von dz aus der Glei- 
chung (2.)* Dies giebt unmittelbar folgendes Resultat: 

-{y-v-\-(l{z-^)}dy = 0, 
welches, mit Beachtung der Gleichung (3.), in folgendes übergebt: 
(5.) ^x-a)d^^-{y-ß)dv-f{z-Y)dl; = 0. 
Stellt man ferner folgende Gleichungen fest: 

(6.) dp = rdx'\-sdy, dq = sdx^fdy, 
so geben die Gleichungen (3.) folgende vollständige Diiferentiations- Ausdrücke: 

(7.) d^-{-pdi; = Adx -f Bdy, dv -f qdX; = Bdx -j Cdy; 
wo der Kürze wegen 

(8.) \b = p(i^{z-i;)s, 

gesetzt ist. 

Löset man die Gleichungen (5. und 7.) in Bezug auf d^, du, d^ auf, 
so gelangt man zu folgenden Bestimmungen der jetzt in Rede stehenden 
partiellen Dilferentialquotienten : 

^1 _ I iAq'-Bp){r—ß) — A(Z'-^r) dl ^ . (Bq^Cp)lY-ß) — U(z--r) 
dx ' ^U— «) + 7(r~A) — (2-y)' dy Tp(^._«)^^(^_^^_(2j«y)' 

dv (Aq—Bp)(x—a)^B(Z'-r) rfv^ (Bq — €p)(x—a)'\'C(z—r) 

dx~ P(x—a) + q(y^fi)-^(z—r)^ dy ~ p(x—a) + q(y — (i)—(Z''y)'' 

dj _^ ^ A(x^a) + B(y^ß) dj ^ , Bix^a)+C{r-ß} 

dx ' P(x — a) + q(y—ß) — (z — r) ' dy " T ^(x — a) + i/(y— /?) — (2-y)* 

Differentiirt man nunmehr, wie am Schlufs voriger Nummer angedeutet, die 
Gleichung (1.) partiell nach x, so wie partiell nach y, so erhSit man, unter 
Beachtung der so eben aufgestellten Bestimmungen, folgende zwei Gleichungen: 

(9.) Af^ + Bf" = und Bf' -f Cy = 0, 
wo der Kürze wegen 
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gesetzt ist. 

Diesen zwei Gleichungen (9.) geschieht, unabhängig von den partiellen 
Differentialqaotienten zweiter Ordnung r, s, i, in allgemeinster Weise ein Ge- 
Dfige, wenn man die zwei Gleichungen /^ = 0, /^'=0 feststellt; daher hat 
man, neben den vier Gleichungen (1, 3, 4.)) noch die zwei folgenden: 

wo der Kflrze wegen f statt f(§, v, ^) gesetzt ist. 

Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen |^ v, ^^ so wie p und q, 
80 erhSit man die endliche Gleichung zwischen x, y, z, welche die Directrix- 
fliehe D zu der unterlegten FlAche A in (1.) ausdrflckt. Die beiden partiellen 
Differentialquotienten p und q sind aus den Gleichungen (8. und 10.) leicht zu 
eliminiren, und es ergeben sich nach Vollziehung dieser. Elimination folgende 
Tier Gleichungen: 

(ar-i)l(r-/?)^-(^-«)^ = +(*-?)|(«-y)f-(r-/?)^. 
(r-t^)i(r-/5)f-(^-«)^! = -(«-Di(*-y)^-(^-«)f|, 

welche, wie leicht zu sehen, mit den folgenden: 

/ mv,^) = 0, 

(11.) |(«-y)^-(a:-«)^=0, (*_y)^_(y-/9)^=0, 

gleicbbedentend sind. Eliminirt man ^, v, ^ aw diesen Gleichungen, so erhilt 
man die jetzt gesuchte Gleichung zwischen x, y, z der Directrixflflche D. 
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3. 

Wir anterbrechen die allgeineine Untersacbang, und wollen vorerst 
das eben gefundene allgemeine Ergebnifs auf die Plioben zweiten Grades, 
anwenden, die einen MiUelpuncl beben. 

Diese Fliehen werden, wenn der Mittelpunct in den Anfangspanot 
der Coordinaten und ihre Haupt- Ebenen in die Coordinaten- Ebenen gelegt 
werden, dorcb die Gleichung 

(«.) ar-fftv' + cS'-l = 

ausgedrflckt. Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen in (1.), 
so ergeben sich folgende Bestimmungen: 

mithin gehen die zweite und dritte allgemeine Gleichung (11.) in 

(ßO a§(z-r)-c^{x-a)=^0, bv(z-y)-c^(y-ß)=:0 
Ober; was 

(y.) aS = m{x — a), bv=^m{y — ß)^ cl;^m{z — y) 

giebt; wo m einstweilen eine noch unbekannte Function von x,y, % ist. Werden 
diese Bestimmungen von ^, v, ^ beziehlich mit 21^ 2v, 2^ mnltiplicirt and 
dann addirt, so erhalt man , mit Beachtung der unterlegten Gleichung (a.) nnd 
der vierten allgemeinen Gleichung in (11.), folgende Bestimmungsgleicbnng 
ffir m: 

m{x'''\-f^z'-a'-ß'-f} = 2. 

Da jetzt m als Function von x, y, z bekannt ist, so sind es anch 
i, V, ^; so dafs die Gleichung der gegenwärtig in Rede stehenden Directrix- 
flflche folgende ist: 

FQr den besondern Fall a = ös=c, wo die unterlegte FIflche eine 
Kugel vom Radius ^ ist, geht dieses allgemeinere Ergebnifs in 

(ar^+y^+«^-a^-/S'-y')^-4((^-«)H(y-/?)H(«^-y/) 

Ober; und wenn hier noch der Pol im Hittelpuncte der Kngei liegend uige- 
nommen wird, so dafs a=sßs=zyz=0 ist, so erhftlt man fOr die Direotrix- 
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was «ach obw Cdod 



sweHcB te i oBJ era Fdl, k = e, wmi wmo diese 
m, poathr aed, wen ataBck die Fliehe sweitea Gndes 

i-Axe alt der CoordiaateB- 
gehl die aBgfri»« GlcichaBf («T.) in 

(*'-LT»-u^-ir'-^-/)»-4{(x-«/+(y~/9)»+(,-y)»} 

WtHtgt aHB des Pol ia die DrckBi«s-Axe, aiaiait die grobe Axe 
diar rafirsadca ESpse mü ier Drehaags^Axe tataMaieafanend aa, aad ver- 

ariUl da Pel ia cImb der BriMaaaili dar ElÜpse, so eriiilt aiaa o'^-l—^« 

#=:«, r»Q> ■»' ^ >•(»• ntithw^ ^Mrt folgeade Fom an: 



.7«+«»-.?)»-i-:*»-r-«^-«»)-4««x'+^x-4«'(i.+l)=o. 

aaf x*-f y*-f «' — o' aof, so ergebea 




^-7»-:-«»— ^-8«jr-f8«* = a *»-f/4-«»-a»-t-2«r-2(i.4--J.)=0, 



{X— )»-fr-«' = 0. (,-}-a)»+y*+«' = i-- 




Mut aaf dea Pol selbst, als den Ort der Direetrix, 

afchts Beaekteaswertbcs aas; die zweite aber stellt die ron der 

bekaaate asd erwartete Eufetßdek» dar, deren Mittelpnnet !■ 

2 
paade liagl aad dem Radias die gante groÜM Axe y- der 

EEpse ist. 

26* 
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4. 
Wenn rnngekehrl die Directrixfliche D durch eine Gleichang zwischen 
^f Yf ^9 wie etwa 

er.) fp{x,y,z) = 0, 

gegeben ist, so läfst sich die der Fliehe sn Grande gelegte Fliehe A leicht 
herstellen. Man entwickele nflmlich aas der eben aufgestellten Gleichang die 
partiellen Differentialqaotienten p ond y/ welches folgende Gleichungen giebl: 

^ *^ dx ' ^* dz ' rfy » ^* rf» ' 

wodurch die Gleichungen (3; in Nr. 1.) in folgende Qbergehen: 

!f ^ dip(x,y,z) ^ dfp(x,y,z) _ ^ 

(y -t;) jy^Zll) - (g - g) ^y ^^-^- ^) = 0. 

Wenn man diese Gleichungen (1'. und 3\) mit der Gleichung (4. in No. 1.), 
nflmlich mit 

durch Elimination von x, y, z verbindet, so gelangt man zu der Gleichung 
der Fläche, fflr welche (l^) die Directrixflflche abgiebt, d. h. zu der Gleichung 
der jetzt gesuchten Flache A. 

Zu demselben Ergebnisse müssen aber auch die in (11. No. 2.) zn- 
sammengeslellten Gleichungen fahren. Dies soll in der nächstfolgenden Nr. 
gezeigt werden. 

5. 

Wie auch die Gleichung der nunmehr herzastellenden Fläche A, für 
welche die Coordinaten irgend eines Puncts ^, v, g sind, aussehen mag: sie 
wird immer, wenn partiell nach | und TQ, so wie partiell nach v und gdiffe- 
rentiirt, vermöge der Daten der Aufgabe, auf die zweite, dritte und vierte 
der Gleichungen (11.) fahren. 

Die zweite und dritte dieser Gleichungen können auch folgendermaften 
gestellt werden: 

(13.) («-y)^ + ar-« = 0, («-y)i| + y-/9 = 0, 

ond die vierte, die wir aoTerindert nocb einmal anfnelinieD, ist folgende: 
(13.) 3(x-a)|+2(y-/?)v+2(«-y)?: = xHr*+«'-a'-/3'-y». 
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Zieht man aas diesen drei Gleicliangen x^ y, z und falirt die Ergebnisse in 
die Gleichung der Diroctrixflache ein^ die, wie in (Nr. 4.) geschah, durch 

(14.) 9{x,y,z) = 
vorgestellt werden soll, so gelangt man an einer partiellen DUTerentialgleichang 
erster Ordnung swischen den Variabein S, v, ^ und deren partiellen DilFe- 

rentialqnotienten ^^ ^^ deren Integralgleichung, oder ihr GenOge thuende Auf«- 

lOsung allgemeinster Art, die gegenwärtig verlangte Flfiche A darstellen wird. 

Dafs die auf diesem Wege au erzielende Flachengleichung mit der 
in (Nr. 4.) einerlei sei, ergiebt sich wie folgt. Nfimlich, da wegen der un- 
bestimmt gebliebenen Function (p(x,y,z) in der Gleichung (14.), die erwähnte 
Integration nicht unmittelbar ausfahrbar ist, so differentiire man die Glei- 
chung (14.)9 nachdem x, y, z aus (12. und 13.) als Functionen von 1^ v, ^, 

"Ä» 'T ^fso^t worden sind , einmal partiell nach ^, und einmal partiell nach v 

(^ ist nämlich hier als Function von $ und v anausehen). Setzt man dabei 
zur Abkürzung: 

^i— «' * n^ 



(15.) 






so dafs 



(16.) jV= r'd^^e'dv, 

ist, und wodurch die Gleichungen (12.) folgende Formen annehmen: 
(12'.) {z-y)p'^x-a=^0, (z-r)^+y-ß = Q, 

so giebt die Gleichung (13.), wenn sie nach sämmtlichen Variabein, d. b. voll- 
ständig dilferentiirt wird, mit Beachtung der erstem Gleichung in (16.), fol- 
gende Gleichung: 

{x-S)dx^{y-v)dy-\-{z-^dz-{(z-r)p''\-x-a]dS 

-{(^-rW'\-y-ß]äv = 0, 

welche, mit Beachtung der Gleichungen (12^) , in 

(17.) {x-§)dx+{y-v)dy+{z-^)dz = 
abergehL Werden ferner dieselben Gleichungen (12'.) vollständig differenliirt. 
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(IS) 



so erhAlt man, vermöge der s weiten and dritten Gleiehnng (16.), folgende;. 

Aas diesen and aas der vorhergeiiendea Gleichung (17.) lassen sieh 
dx, dy, dz durch d§ und dv linear ansdrOcken; wodurch dann die gegen-> 
wftrtigen partiellen Differentialquotienten folgende Bestimmungen erhalten: 



djT __ (z ~r)\(z-C)r'-\-(y^v)(p'^- 
rf| — (*-l)A»'+(y-f)9'-(»-0 



i)(p^tf-ifr')\ 
{*-&p'-\-(y-'V),f-(z-0 



dz _^ 



-(»-y){(x-g)r>+(y-v)«'| 



dv {X'-i)pf-\-(y--v)if—{z—i) 

dv (*— D^+O'-f)«»'— (*-0 

*6 _ - (» - y) |(x - g) «>+ (y - ») f'} 
rff (*-g);»'+0'-»)7'-(«-i:) ' 

Differentiirt man nun, wie schon angedeutet, die Gleichung (14.) par- 
tiell naeh S, so wie partiell nach v, so gelangt mau, mit Hälfe der eben auf- 
gestellten Gleichungen, auf folgende: 

WO q> Statt ip{^x,y,z) gesetst ist. 

Diesen zwei Gleichangen gescbielit, nnabhtngig von den partidleo 
Differentialqnotientea zweiter Ordnung r', fl, t, in allgemeinster Weise GenOge, 
wenn man folgende zwei Gleichungen feststellt: 






(19.) 



(-fig- 






(,-Og = 0, 

((r-«)g-C.-ö^ = o. 
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Es sind daher aus diesen, wie ans den Gleichungen (13. und 14.) 9 die Va* 
rinbeln x, y, z zu eliminiren, um die verlangte Gleichung zwischen §, v, ^ 
der FISche A zu finden. Nun sind aber diese, der Eliipination zu unterzie- 
henden Gleichungen mit denen in (Nr. 5.) zu dem gleichen ZweciLe anf- 
gestellten einerlei: also zeigt sich die Behauptung Ausgangs von (Nr. 5.) 
gerechtfertigt. Die Lösung des inversen, zu dem in den (Nrn. 1. und 2.) 
behandelten Problems, geht als Folge der hiebei erlangten Ergebnisse hervor. 

Stellt man die hier gefundenen Ergebnisse zusammen, so hat man ans 
folgenden vier Gleichungen: 



(11' 



die Coordinalen x, y, z zu eliminiren. Die erste dieser Gleichungen stellt 
die Directrixfliche D dar, und das aus diesen vier Gleichungen zu ziehende 
Eliminations-Ergebnifs von x, y, z, welches eine Gleichung zwischen |^ v^ % 
sein wird, drOckt die Eingangs (Nr. 1.) unterlegte Fliehe A aus, zu welcher 
die erste der hier aufgestellten Gleichungen ip{x^y,z)=^Q die Directrix- 
flache D ist. 

6. 
Die zwei Systeme von Gleichungen in (11. und 11'.) ergänzen sich 
wechselseitig. Wahrend durch Elimination von ^, v, TQ aus dem ersten Systeme 
die Gleichung der Directrixfläche D oder die erste Gleichung in (ll'O ge- 
funden wird, erhalt man, umgekehrt, durch Elimination von x, y, z aus dem 
letztern Systeme die Gleichung der unterlegten Flache A, oder die erste 
Gleichung in (11.). Diese zwei Flachen stehen aber nicht nur in den gegen- 
seitigen Beziehungen zu einander, welche durch die Daten des Problems aus- 
gesprochen sind, sondern noch in einer, nicht minder beachtenswerthen Bezie- 
hung, auf die man mit Zuziehung der benutzten Gleichungen (12.) kommt. 

Man fasse den Pol a, ß, y, so wie zwei zusammengehörige Puncto 
iSß ^9 ^)f (^i y» ^) beider Flachen A und D zugleich ins Auge. Legt man 
durch den ersten dieser zusammengehörigen Puncto eine tangirende Ebene an 
seine Flache A und verbindet den Pol mit dem zweiten der zusammengehö- 
rigen Puncto der Flache D durch eine Gerade, so steht dieselbe auf der ge- 
nannten tangirenden Ebene jedesmal senkrecht. 
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Diese Betiehung, welche ihr Analogen in der Lelire der Cnrren haf^ 
wird im Folgenden sehr leicht nachgewiesen. 
In der That: stellt die Gleichung 

die oben angedeutete tangirende Ebene vor, wo S', v\ ^ die Coordinaten 
irgend eines Pnncts derselben sind; wird ferner durch den Pol ein Perpeo- 
dilcel auf diese Ebene gesogen, so wird derselbe bekanntlich durch folgende 
zwei Gleichungen dargestellt: 

wo x\ y'^ z' die Coordinaten irgend eines Puncts der perpendicolären Geraden 
sind. Diese Gleichongen werden abor wegen des Beslandhabens der Gleichun- 
gen (12.) realisirt, wenn man .r'=ar, y' = y^ «'=« setzt; woraus zunächst 
folgt, dafs die letztere Gerade auch noch durch den Punct {x, y, «) der 
Directrixflache D geht. Nun ist durch die zwei Puncte (den Pol uhd den 
Punct {x^ y, e)), nur «tn^ Gerade zu ziehen möglich, und diese ist, vermöge 
ihrer Ableitung, auf der tangirenden Ebene senkrecht: also ist die obige Aus- 
sage gerechtfertigt; d. h. jede Gerade, welche den Pol mit einem Punete 
der Fläche D verbindet, steht auf der zur Fläche A durch den Muemn-- 
mengehörijfen Punct gelegten tangirenden Ebene senkrecht. 

7. 
Stellt man nunmehr alles bis Jetzt Ober zwei Flfichen Besprochene lo- 
sammen, so hat man Folgendes: 

Wenn die unterlegte Fläche A durch 

(^0 niv,i;)^o 

und die ihr zugehörige Directrixflache D durch 

(Ä) fp{x,y,z) = 

ausgedrQckt wird, so besteben neben diesen Gleichungen auch folgende Ana* 
drücke : 

2(ar~a)f-f 2(r-/3)o+2(«-y)?: = x»4-/^-«»-«»-/J«-.y». 
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so wie auch die folgenden: 

(21.) x = 2x' — a, y = 2y— /3, z = 2z' —y, 

sich ergeben. Führt man diese Bestimmungen von x, y, z in die Gleichung 
(Z^.) in (Nr. 7.) 9 welche die Directrixflache vorstellt, ein, so erhfilt man: 

(22.) (p(2x'-a, 2y-ß, 2«'-^} = 0; 

welche Gleichung die der unterlegten FIfiche A entsprechende Fufspuncten-- 
fläche F ausdrückt, und wo x\ y^, z* die Coordinaten irgend eines Functs 
dieser Fläche sind, und das Fnnctionszeichen tp dasselbe ist, wie bei der hier 
Statt findenden Direetrixfiäche. 

9. 
Nicht blofs ist man, wie unmittelbar vorher gezeigt, aus der Gleichung 
der Direcirixfldche zu der der FufTspunctenfläche F überzugehen Im 
Stande, sondern, mit Zuziehung der Gleichungen (B.) in (Nr. 7.), so wie 
der Gleichungen (21.) in (Nr. 8.), auch unmittelbar aus der unterlegtem 
Fläche A. 

Die unterlegte Fläche A werde, wie bisher, durch 

(J.) niS,v/Q) = 

und die betreffende Fufspunctenfläehe F durch 

(F.) y'(ar^/,e') = 

ausgedrückt, wo x\ y\ z* die Coordinaten eines beliebigen Functs dieser 
Flüche sind, und 9>' das der Natur derselben entsprechende Fnnctionszeichen 
ist. Dann genügen diese Gleichungen, unter Beachtung der Gleichungen (A.)) 
so wie (21.), folgenden Relationen: 

(CO |2,^_$^a+(2:.'-?-y)^ = 0, 2y'-t.-/3+(2Ä'-C-y)^ = 0, 

( ^x'^^){x^-a)^{y-v){y-ß)^{z'-^){z'-Y) = 0. 

Ist nun die Gleichung (^i.) gegeben, so eliminire man aus derselben, 
so wie aus der ersten, zweiten und fünften Gleichung in (C), die Coor- 
dinaten ^, V, ^. Das End-Ergebnifs wird die Gleichung der Fufspunctenfläehe, 
oder die in (F.) sein. Ist, umgekehrt, letztere, die Gleichung (F.)) gegeben, 
so eliminire man aus derselben, wie aus der dritten, vierten und fünften 
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Gleichung in (C)^ die Coordinaten a:', y', z', und das End-Ergebnifs wird 
die unterlegte Fläche^ oder die Gleichung in (^.) sein. 

Wir wollen nunmehr die geometrische Bedeutung der Gleichungen in 
(C.) untersuchen. 

Die Gleichung 

sagt aus, dars eine durch den Punct ^, t;^ ^ der Flfiche A an dieselbe ge- 
legte tangirende Ebene, der Fufspunctenfläche F im Pnncle x', y\ z' be- 
gegnet. Die beiden ersten Gleichungen in (C) sagen aus, dafs die den 
suletzt erwähnten Punct mit dem Pole verbindende Gerade auf der gleichen 
tangirenden Ebene senkrecht steht. Diese drei Gleichungen enthalten dem- 
nach alle Erfordernisse einer Fufspunctenfläche zur unterlegten A. Und 
da endlich das Eliminations-Ergebnifs der partiellen Differentialqnotienten 

-je, j- aus denselben drei Gleichungen, genau die fünfte der Gleichungen (C) 

giebt, so drücken die erste, zweite und fOnfte der Gleichungen in (C) nur 
die Eigenthflmlichkeiten oder Beziehungen aus, in welchen die unterlegte 
Fläche A, nach der Feststellung im Eingange dieser Abhandlung, zu ihrer 
Fufspunctenfläche steht. 

Es bleibt nur noch die geometrische Deutung der dritten und vierten 
Gleichung in (C) anzugeben. 

Setzt man fOr diesen Zweck, der Kflrze wegen, 

(23.) r=-i(H«). v'=i(v+ß). r=i(?+yx 

80 stellen sich besagte zwei Gleichungen folgendermafsen dar: 

Diese Gleichungen sagen aus, dafs eine auf die Fläche F im Puncte 
^'* y\ *' gezogene Normale durch den in (23.) festgestelltön Punct {JSyv\^) 
geht Diesen Punct kalhtrt aber die durch den Pol und den Punct {l,vX) 
der Fläche A gezogene Gerade: also drücken die in Rede stehenden zwei 
Gleichungen folgende beachtenswerthe neue Beziehung zwischen den zwei 
Flächen A und F aus: 

Wenn von dem Pole nach dem Puncte S, v, 1^ der Fläche A 
eine Gerade, und durch den entsprechenden Punct x\ y\ z^ der 

27* 
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Fläche F eine Normale an diese Fläche gezogen wird, eo halHrt 
Jüe Normale jene zuerst genannte Gerade. Wenn umgekehrt der 
Halbirungspunct mit dem entsprechenden oder zusammengehörigen 
Puncte x\ y', z' der Fläche F durch eine Gerade verbunden wird, 
so steht dieselbe normal auf besagter Fläche F, oder auf der Fufs^ 
punctenfläche. 

Der analoge Satz zu diesem findet auch bei Curven Statt; wie in der Ein- 
gangs citirten Abhandlung (§.11.) zu sehen ist. 

10, 
Nunmehr sind wir im Stande, aber die einem bestimmten Pole und 
einer unterlegten Fliehe A zugehörigen Directrix- und Furspuncten - Flächen 
Folgendes auszusprechen; was Dem fQr die analogen Curven (§• 12. der citirten 
Abhandlung) mit geringen Abweichungen ähnlich ist. 

n) Zieht man vom Pole aus nach einem Puncte (x', y, z') der Fläche F 
eine Gerade, so muts man dieselbe in gleicher Richtung und Gröfse 
verlängern, um zu einem Puncte (x'^y'^z') der Fläche D zu gelangen. 
Eben so, umgekehrt: verbindet man den Pol mit dem Puncto (j30,y,z) 
der Fläche D, so gehört der Halbirungspunct dieser Geraden einem 
Puncto (j/, /, z') der Fläche F an. 

A) Legt man durch den Halbirungspunct eine Ebene senkrecht auf die be- 
treffende Gerade, so tangirt solche die Fläche A im Puncte {^,vX\ 

r) Die Verbindungsgerade dieses Puncts (ß, v,%) mit dem in (a.) genannten 
Puncte {x, y, z) der Fläche D, ist eine Normale zu dieser Fläche. 

d) Wenn der Halbirungspunct i^jv',^) der die Puncte {a,ß,Y) und {^,v,TQ) 
verbindenden Geraden mit dem Puncte {x',y',z') der Fläche F durch 
eine Gerade vereinigt wird, so ist dieselbe eine Normale zur gleichen, 
oder zur Furspnnctenfläche F. 

Von den hierbei auftretenden fOnf Puncten ist blofs der Pol ia,ß,y) 
unveränderlich. Wenn man sich nun diesen mit einem der vier flbrigen Puncte 
(I, v, J), (x, y^«), {x',y',z'\ (^,v',^) verbunden vorstellt, so sind die drei 
flbrigen Puncte, zufolge ihrer bereits angegebenen gegenseitigen Stellungen, 
von selbst gegeben. Daher können die zuletzt genannten vier Puncte als 
zusammengehörige oder einander entsprechende angesehen, und auch so be- 
nannt werden. 
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Die fOnf Pancte (von welchen die drei («, Äy), {^'ßX',^')^ (^^>">«) 
in einer Geraden, so wie die drei (a,ß, y), (^, v\ ^'), (^^ v, ^) in einer andern 
Geraden lie'jcn), bilden, wenn man noch die Puncto {x\y',z') und {§,v'/Q^) 
durch eine Gerade (die Normale zur Fufspunclenflficbe F), und die Puncte 
{x, y, z) und {^, v, ^) durch eine Gerade (die Normale zur Direclrixfläche D) 
verbindet, zwü ähnliche Dreiecke; vforaus weiter Nachstehendes folgt: 

e) Die Normalen der Flächen F und D, die beziehlich durch die einander 
entsprechenden Puncte {x\y,z') und {x,y,z) dieser Flachen gehen, 
sind mit einander parallel. Mithin sind es aucB die betreffenden tangi- 
renden Ebenen, die durch die gleichen Puncte an die respectiven FlAchen 
gelegt werden. 

f) Da die Stellung des Puncts {?,v\lQ*)' zum Pole und zum Puncto (:r^ y'^ c') 
der Flficbe F dieselbe ist, wie die des Puncts (|^ Vt'Q) zu demselben 
Pole und zum Puncte der Fläche D: so gehört der erstgenannte Punct 
{S,v',^) einer Fläche A an, die zur Furspunctenfläche F die gleiche 
Stellung hat, wie die unterlegte Fläche A zur Directrixfläche. Also stellt 
die Fufspunctenfläche F eine Directrixfläche zu der neu eingeführten 
Fläche A vor. 

Die endliche Gleichung dieser neu eingeführten Fläche A folgt aus 
der unterlegten Fläche A, wenn man in dieser S, v, ^, gemäfs den Glei- 
chungen (23. Nr. 9.), respeclive durch |'^ v\ ^' ersetzt; was 

(24.) ^ = 2r-a, v = 2v'-ß, ^=2?'-y 

giebt. Es ist demnach die Gleichung der Fläche A folgende : 

(25.) f{2^-a, 2v^-ß, 2^-^) = 0; 

wo das Functionszeichen f dasselbe ist, wie bei der unterlegten Fläche A. 
Die Directrixfläche dieser Fläche in (25.), bei demselben unveränderten Pole 
{a,ß,y\ ist die Fufspunctenfläche F zur unterlegten A; nämlich, zufolge der 
Gleichung (22.), folgende : 

(26.) y(2a;'-a, 2/ — /?, 25'- y) = 0. 

11. 

Sämmtliche vorausgehende Betrachtungen und Ergebnisse fOhren bei 
ei;iem feststehenden Pole und einer unterlegten Fläche A auf zwei Systeme 
von Flächen, deren jedes ein eigenes Bildungsgesetz befolgt; wo aber die 
Flächen des einen Systems zu denen des andern in den abwechselnden Stel- 
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langen von Directrix- und FufspunctenlBSchen sind; wie solches flbersichtlicb 
hier näher gezeigt werden soll. 

I. Ffir ein beliebig' angenommenes rechtwinkliges Coordinatensysfem 
sei ein PuncL, Pol genannt^ durch die Coordinaten a, ß, y festgestellt. Eben 
80 sei gegen dasselbe Coordinatensystem eine Fläche A^ welche durch die 
Gleichung 

bestimmt wird, zu Grunde gelegt; wo ^, v, t, die Coordinaten eines Poncts 
dieser Fliehe sind, und f ein gegebenes, die Natur der Fläche ausdrQckendes 
Functionszeichen ist 

Diese Fläche, die wir bisher beständig die „unterlegte'' nannten, stelle 
das Anfangsglied eines der oben gedachten zwei Systeme von Flächen dar, 
und die übrigen Glieder dieses Flächensystems seien beziehlich durch folgende 
Gleichungen ausgedrückt: 

Die Functionen f, f\ . . . /'^"^ welche die nähere Beschaffenheit dieser Fi&chen 
andeuten, gehen zufolge der Gleichungen (24.) folgendes gegenseitige Bil- 
dungsgesetz ein: 

Wird in dieser gegenseitigen Relation der Functionen f^^^ und /^*"*\ für k 
nach und nach 1, 2, 3, ... gesetzt, so erhält man für das dem Index Ar ent- 
sprechende Glied des in Rede stehenden Systems von Flachen, oder für die 
Fläche, deren Gleichung /^^>(^, u^^) = ist, folgende Endbestimmung: 
(ilt*>.) ^(2*f-(2*-l)«, 2*v-(2*-l)/?, 2*?-(2*-l)/?) = 0; 

wo das Functionszeichen f dasselbe ist, wie in der unterlegten Fläche A. 

Setzt man hier Ar=:0, so hat man die unterlegte Fläche A^ und die 
für A: = l, A: = 2, A:=3, ... gefundenen Gleichungen stellen das aus der 
unterlegten Fläche A nach und nach erlangte eine Flächensystem dar. 

II. Wenn zur unterlegten Fläche A, nach den Gleichungen (11. Nr. 2.), 
die betreffende Directrixfläche D hergestellt und diese, auf dasselbe Coor- 
dinatensystem bezogen, wie bis jetzt geschah, durch die Gleichung 

ausgedrückt wird, wo x, y, z die Coordinaten eines Puncts dieser Fläche D 
sind, und das Functionszeichen ip die Art der gegenseitigen Verbindung der 
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Coordinaten andeutet: so soll diese das Anfangsglied des zweiten, oben er- 
wfihnten Systems von Fläx^hen vorstellen. 

Bildet man nach (Nr. 8, Gleich. 21.) aus (/>.) folgende Gleichung: 

(ß'.) (p(2x — a, 2y — ß, 2z — y) = 0, 

wo das Functionszeichen (p dasselbe ist wie vorhin, so stellt diese Gleichung, 
nach derselben citirten Nr., die Furspunctenfliche F zur unterlegten A, zu- 
gleich aber auch nach dem Satze (^ Nr. 10.) die Directrixfliche J^ zw ab- 
geleiteten Fläche A des ersten Systems in (I.) vor. 

Leitet man aus dieser Gleichung (/)'.) eine neue eben so ab, wie 
diese aus (Di) erlangt wurde, was Folgendes giebt: 

(ö".) V (407- 3a, 4y-3/5, 42-3y) = 0, 

80 stellt diese Gleichung die Furspunctenflfiche F^ zu der vorher erwähnten 
Fläche A', zugleich aber auch die Direcirixfläche D*' zur Fläche A' des 
ersten Systems in (I.) vor. 

Leitet man aus der Gleichung (D".\ auf die schon zweimal angewandte 
Art, eine neue Gleichung ab, aus dieser dann wiederum eben so eine Gleichung, 
und fährt so ins Unbestimmte fort, so gelangt man zu einer Gleichung von 
folgender allgemeinen Form: 

(/><*>.) (p(2^x — {2^-\)a, 2*y-(2*-l)/?, 2*^ -(2^-1);') = 0, 
welche die FufspuncienOfiche F^*""^^ zur Fläche A^^"^^, wie auch die Direc- 
trixfläche D^^^ zur Fläche A^^^ des Flächensystems in (L) ausdrflckt 

Setzt man hier für k nach und nach 1, 2, 3, .... so erhält man ein 
System von Flächen, welche der Reihe nach Directrixflächen zu den Flächen 
A\ A\ A^\ • • • , und in gleicher Ordnung auch Fufspunctenflächen zu den 
Flächen A, A, A\ ... des ersten Flichensystems in (L) sind. Die aus 
Z>(^> entspringenden Gleichungen stellen das zweite System von Flächen dar, 
deren Eingangs (Nr. 10.) gedacht ward, deren Umfangsgiied die Fläche der 
Gleichung (J9.) ist, die auch aus Gleichung />^^^ bei der Annahme A: = 
hervorgeht, und welche Gleichung die Directrixtläche F zur unterlegten 
FIfiche A abgiebl. 

Zflrich, im October 1854. 
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13. 

Über eine besondere Art^ aus complexen Einheiten 

gebildeter Ausdrücke. 

(Von Herrn Dr. F. F. Kummer, Professor an der Universit&t za Breslau.) 



L 
In einer Abhandlung im (44ten Bande S. 106) dieses Joarnals« über 
die Ergänzungssätze des allgemeinen Reciprocitätsgesetzes fOr Potenzreste, habe 
ich eine Verallgemeinerung der Theorie der Kreisfheilunff gegeben, welche 
sich an die bekannten, von Jacobi durch rp{a) bezeichneten complexen Zahlen 
der Kreislheilung anschliefst, und welche zur Lösung des in der gentiunten 
Abhandlung behandelten Problems grade ausreicht. Eine wesentlich aL<lere 
Verailgenieinerung der Theorie der Kreistheilung, weiche Ich vor längerer 
Zeit zu dem Zwecke ersann, sie als Mittel zu einem Beweise der allgemei- 
nen ReciprocitAtsgesetze zu benutzen, schliefst sich an die bekannte Lagrange^ 
sehe JResolvente der KreistAeilung an; und wenn gleich sie den Erwartungen 
in Betreff der Reciprocitfitsgesetze nicht vollständig entsprach, ist sie doch an 
sich bemerkenswerlb , und verbreitet Ober manche schwierigen Puncto der 
allgemeinen Theorie der complexen Zahlen ein unerwartetes Licht; weshalb 
ich dieselbe in dem Folgenden kurz entwickeln will. 

Die der Lagrangeschen Resohente der Kreistheilung analogen, ann 
complexen Einheiten gebildeten Ausdrficke, welche hier behandelt werden 
sollen, sind in folgender Form enthalten: 

in welcher p eine Primzahl, x eine imaginäre WurzeF der Gleichung jr^a=l, 
g eine primitive Wurzel der Congruenz jf'^^ ^ 1 , VLoA. p , und 9{x) eine 
complexe Einheil bezeichnet, deren Norm, in Beziehung auf die verschie- 
denen Werlhe von x genommen, gleich Eins sei. Damit die Untersuchung 
sogleich die nöthige Allgemeinheit bekomme, soll hier nicht voransgesei st 
werden, dafs die in der complexen Einheit b(^x) enthaltenen Coef&cienten ganz0 
Zahlen sind; sie sollen vielmehr vorläufig ganz unbestimmt gelassen werder. 
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können also anoh selbst wieder irrational sein, jedoch immer nnr so, dafs 

Ns(x) = e{x)€(x^)€(x^')....6{x^) = 1 
und b{x) eine rationale Function in Beziehung auf x allein ist. 

Da der oben aufgestellte Ausdruck durch die zu Grunde gelegte Ein- 
heit e{x) vollständig bestimmt ist, soll er als Function dieser Einheit ange- 
sehen und durch Pe{x) bezeichnet werden, so dafs 

Pe(x) = 1-f «(a?) + €(a?)«(a?^)+ .... +€(jr)e(a?^) . . . . €(^"') 

ist. Die p — 1 Glieder, aus welchen dieser Ausdruck besteht, bilden eine 
vollständige Periode; denn wenn man sich dieselben nach dem herrschenden 
Gesetze weiter fortgesetzt vorstellt, so wird vermöge der Bedingung 

Ne{x) = 1 
das p^* Glied dem ersten gleich, das p-\'V'' Glied dem zweiten u.s. f. Hieraus 
folgt, dafs wenn man in diesem Ausdrucke or in o^ verwandelt und sodann 
mit b{x) multiplicirt, derselbe ganz ungeändert bleibt, da auf diese Weise nnr 
das erste Glied in das zweite , das zweite in das dritte und so weiter , und 
das letzte in das erste äbergeht Man hat daher, als erste Grund-Eigenschaft 
dieser Ausdrücke : 

(1.) 6{x)Pe{x^) = P€(ar); 
was, verallgemeinert, sogleich die folgende giebt: 

(2.) B{x)e{x^) .... €{x^^'')Pb(x^) = Pb(x). 

Bei der Verwandlung des or in o:^ ändert sich also dieser Ausdruck 
nnr in so weit, dafs eine bestimmte complexe Einheit als Factor hinzutritt. 
Die Ausdrucke 

P€{x), P€(x^), Peix^'),.... Pa{x^'^'') 

sind, wenn man von den dieselben begleitenden Einheilen absieht, alle als 
gleich zu erachten. 

Setzt man in der Gleichung (2.) nach einander A=l,2, 3....;?— 1, 
und multiplicirt die so entstehenden Gleichungen mit einander, so ergiebtsich: 

(3.) B{xf\B(X^f'\B{X^'f^ .... 6(x^^y.NPB{x) = iPB{x)^^\ 

woraus sogleich 

(4.) NPb{x) = B{x^fB{x^y . . . f (o/^y CP«(^))'^' 
folgt. 

CreUe*t Journtl f. d. M. Bd. L. Heft 3. 28 
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Es sei jetzt e(x) eine zweite, ganz beliebige complexe Einheit , so 
hat man fOr dieselbe ebenralls: 

e(^x)Pe{x^) = Pe{x), 
und wenn diese Gleichung mit der entsprechenden (1.) multiplicirt wird: 

€{x)€{x)Pe{x^)Pe(x^) == PB{x)Pe(x). 

Da ferner das Prodnct der beiden Einheiten e{a^e{x) selbst wieder eine Ein- 
heil isl, so hat man fOr diese gleichfalls: 

€(x)e(x)PCs{x9)e(x^)^ = PQh{x)e{x)^, 

und wenn die vorige Gleichung durch diese dividirt wird: 

Pi(xff)Pe(x^) ^ Pe{x)P e(x) 
PiH^^)e(xif)) """ P(,i[xj7{x)) 

Auf dieselbe Weise wird aus der Gleichung (2.) bewiesen, dafs auch all- 
gemein 

Pe(x^^)Pc(x^) ^ Pe(x)Pe(x) j^j 

P(i (x9^) e (x^)) -P(< U) « ( J^)) ^ ■ 

Der auf beiden Seiten dieser Gleichung vorkommende Ausdruck bleibt, 

wie hieraus zu sehen, vollständig ungeändert, wenn statt x irgend eine andere 

imaginäre Wurzel der Gleichung x^=i gesetzt wird; wpraus unmittelbar 

folgt, dafs derselbe die Wurzel x in Wahrheit gar nicht enthAit, sondern nur 

die in den Coefficienten der Einheilen e{x) und e{x) vorkommenden Gröfsen. 

Man hat daher 

P€ix)Pe(x) _ . 
P{Hx)e{x)) ~ ^' 
oder 

(5.) Pe{x)P€(x) == APi€{x)e(x)}; 

wo A eine Gröfse ist, welche die Wurzel x nicht enthtit. Dies ist die 
zweite allgemeine Grund -Eigenschaft dieser Ausdrücke. 

Besonders zu bemerken ist noch das specielle Resultat, welches sieh 

findet, wenn man e(x) = -ri. annimmt, nAmlich: 
' ^ ^ i{x) ' 



(6.) P*(ar).K7^) = B, 



wo B eine von x unabhängige Gröfse ist. 

Es ist zu bemerken, dafs für gewisse, zu Grunde gelegte Einheiten 
b(x) und e{x) die Ausdrücke Pb{x) und Pe{x) gleich Null werden können, 
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uod auch wirklich g^leich Null werden; in welchen Fällen die aufgestellten 
Grund-Eigenschaften derselben zwar nicht unrichtig, aber nichtssagend werden. 
Diese ungOnstigen Fälle lassen sich aber nunmehr durch geringe, an den 
Einheiten e(x) oder e(x) anzubringende Änderungen leicht vermeiden. 

An den gefundenen Grund -Eigenschaften der Ausdrücke P^(x) er- 
kennt man sogleich ihre Analogie mit dem Lagrangesi^eü Ausdrucke der 
Kreiatheilung 

in welchem a irgend eine Wurzel der Gleichung a^*' = 1 bezeichnet. Die 
bekannten Eigenschaften desselben, nämlich 

F{a, x) Pia"', x) = ±/> 

sind offenbar den durch die Gleichungen (2, 5 und 6.) ausgedrückten allge- 
meinen Eigenschaften der Ausdrücke Ps^x) vollständig analog. Der Grund 
der Übereinstimmung in den Fundamental -Eigenschaften liegt einfach darin, 
dafs die Lagrangesche Resolvente der Kreistheilungsgleicbung F{a,x) in der 
That nur ein specieller Fall des allgemeineren Ausdrucks Pe{x) ist. Setzt 
man nämlich die Einheit i{x)=:ax^''^, deren Norm, in Beziehung auf x ge- 
nommen, gleich a^\ also gleich Eins ist, so hat man: 

X P{ax^-^) = x-\-ax^'{- a'x^' + • • • + a^'' ^' == ^X«. x). 

n. 

Für den Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes sollen nun den zu Grunde 
gelegten Einheiten etwas speciellere Bestimmungen gegeben werden; indem 
festgesetzt wird, dafs die Goefficienten derselben complexe, aus den Wurzeln 
der Gleichung a^ = 1 gebildete ganze Zahlen sein sollen, wo l eine Prim^ 
zahl ist, und zwar ein Factor von />— 1, so dafs die Primzahl p von der 
Form pz=rzyX-^\ ist. Ich bezeichne demgemäfs jetzt die zu Grunde zu le- 
genden complexen Einheiten durch i(ajx) und e{a,x) und wiederhole, um 
Hifsverständnissen vorzubeugen, noch einmal, dafs dieselben ganze rationale 
Functionen der beiden Wurzeln a und x mit ganzzahligen Goefficienten sein 
sollen, und dafs die in Beziehung auf x allein genommenen Normen dieser 
Einheiten gleich Eins sein müssen. 

28* 
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Der Aasdruck Ps^a^x)^ welcher als eine, die beiden verschiedenen 
Wurzeln der Einheit a und x enthaltende complexe ganze Zahl mit ganc- 
xahligen Coöfficienten betrachtet werden kann, soll nun in seine idealen oder 
wirklichen Primfactoren zerlegt werden. Fflr diese allgemeinere Art der com- 
plexen Zahlen, und flberhaupt fflr die aus den n^*"" Wurzeln der Einheil (wo 
n eine zusammengesetzte Zahl ist) gebildeten complexen Zahlen existiren, 
eben so wie für die, fQr welche n=X, gleich einer Primzahl ist (deren Theorie 
ich vollständig ausgearbeitet und veröffentlicht habe), bestimmte ideale Prim- 
factoren, und für diese auch eben so die Hauptsätze: dafs jede gegebene 
complexe Zahl nur eine endliche Anzahl unveränderlich bestimmter idealer 
Primfactoren enthält: dafs zwei complexe Zahlen, welche genau dieselben 
idealen Primfactoren enthalten, sich nur durch eine Einheit unterscheiden, 
welche als Factor hinzutreten kann und: dafs eine bestimmte Potenz jeder 
idealen Zahl einer wirklichen complexen Zahl gleich ist. Aufser diesen all- 
gemeinen Sätzen ist fQr die gegenwärtige Untersuchung nur noch die nähere 
Kenntnifs der idealen Primfactoren der Zahl p selbst, fflr die aus p**^ und it*^* 
Wurzeln der Einheit zugleich gebildeten complexen Zahlen nöthig. 

Wenn p, wie vorausgesetzt, eine Primzahl von der Form /^ = ril4-l 
ist, so ist bekanntlich fflr die complexen Zahlen, welche die Wurzel x allein 
enthalten, 1 — x der einzige Primfactor von p. Ferner giebt es fflr die com- 
plexen Zahlen, welche nur a allein, aber nicht dP enthalten, il — 1 verschiedene 
ideale Primfactoren von p, welche durch 

bezeichnet werden sollen; wo y eine primitive Wurzel der Congruenz 
/^~^^l,Mod.^ ist. Wird nun ein idealer Primfactor von p fflr die com- 
plexen Zahlen, welche a und x zugleich enthalten, durch f(a, x) bezeichnet, 
so hat man: 

r(«. ^) A«> ^) A«. ^') . . . • A«. *0 = E(a)f(a) , 
na,x)f{aY,x)f{ay\x)....f{ay^'^,x) = E{x)(\-x). 
Die nur durch die verschiedenen Werthe des x sich unterscheidenden 
Primfactoren fia^x)^ A«^^)^ A"^^')^ ^^ s- ^* sind alle als gleich zn er- 
achten: eben so wie die Factoren 1 — x, 1 — x^, 1 — ar^'^ u. s. w., abgesehen 
von den Einheiten, einander gleich sind. Es sind daher in p nur ^ — 1 wirk- 
lich von einander verschiedene ideale Primfactoren von der Form f(fi^ »^y 
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dieser complezen Zahlen keine andere Zahl F{x) genflgen, als eine solche 
von der Form 

Fix) = C.E(x){i — x)% 

in welcher C eine nicht complexe ganze Zahl, E{x) eine coinplexe Einheit 
and r eine ganze Zahl ist. Es ergiebt sich also hiernach: 

N^Pe(^a,x) = C.E(x){l-xy. 

Hieraus folgt, dafs die complexe Zahl P6(a^ x) selbst, nur Factoren 
von einer der folgenden drei Arten enthalten kann: nfimlich enstens solche^ 
deren Normen, in Beziehung auf a allein genommen, ganze, nicht complexe 
Zahlen sind, welche also kein x enthalten und nur von der Form q>{a) sein 
können; zweitens solche, deren Normen, in Beziehung auf a genommen, 
Einheiten sind, welche also selbst nur Einheiten von der Form E{a,x) sein 
können; endlich drittens solche, deren in Beziehung auf a genommene Normen 
gleich \ — x oder gleich einer Potenz von \ — x sind, also nur die idealen 
Prtmfactoren von X — x, oder, was Dasselbe ist, von p, nfimlich: 

r{a,x), A«^x), f{a^\x), .... fiar'-'^x). 
Dem Ansdrucke Pe{a,x) kann also immer folgende Form gegeben werden: 

Pa{a,x) = q>ia)E{a,x)f(a,xf.nay,xf\f{ay\xf^ .... na"^'"", xf^-\ 

Fflr die Bestimmung der Exponenten m, mi, y/h, .... iTti.a, welche 
jetzt allgemein ausgeführt werden soll, ist wesentlich zu bemerken, dafs alle 
Vielfachen von /^ — 1, welche etwa in denselben enthalten sein sollten, gänzlich 
yernachlfissigt werden können ; weil nfimlich, nach der Eigenschaft der idealen 
complexen Primfactoren von p, 

nar\xr =nay)E(ny\x) 
die (p—iy* Potenz eines solchen Primfactors einer nur a allein enthaltenden 
complexen Zahl, mulliplicirt mit einer Einheit, gleich ist; so dafs man diese 
immer mit dem Factor (p{a) und der Einheit E{a,x) verbunden annehmen 
kann. Mit Rflcksicht hierauf werden die Exponenten m, nti, .... m^^ am 
leichtesten dadurch bestimmt, dafs man den Ausdruck 

P(^.(«,x)) 

in Betracht zieht, und untersucht, unter welcher Bedingung derselbe einen 
öer idealen Primfactoren von p, z. B. fia^ , x) nicht enthält. Die hierzu notli- 
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wendige and hinreichende Bedingung ist^ nach Dem was oben bemerkt worden, 
die, dafs dieser Ausdruclc, für ar=l, nömlich 

den Factor f{(x^) nicht enthalte. Jede, nur die eine Wurzel der Einheit a 
enthaltende compIexeZahl ist aber bekanntlich nach dem Modul f(a^^)^ welcher 
ein idealer Primfactor von p ist, einer nichtcomplexen ganzen Zahl congruent, 
welche sich wiederum als Potenz der primitiven Wurzel y darstellen Ififst, 
wenn sie nicht congruent Null ist. Setzt man daher 

so geht die obige Bedingung in folgende über: 

14-.9''"H^''"''' + --+/'"'^^'"^'^ nicht =0, 
f&r den Modul f{a^)^ also auch fflr den Modul pf ans welcher dann unmit- 
telbar folgt, dafs 

r-}-* ^ 0, Mod./9 — 1, 
sein mufs. Nun hat man aber vermöge der Grund- Eigenschaft: 

WO A von der Wurzel der Einheit x unabhängig Ist. Ferner ist aus der 
Definition der mit P€(j7) bezeichneten Ausdrücke selbst, leicht zu zeigen, dafs 

p(i^Z£^\ ^ C ^ CEjx) 

ist, wo C eine ganze Zahl und E(jr) eine Einheit ist. Der ideale Primfactor 
f{a^ ,x) von p ist also in P\-rzi — ) genau {p—\ — r) mal enthalten, nnd 

da derselbe nach der oben angesetzten Form in PB(a,x) genau m^mal ent- 
halten ist, so folgt, dafs 

diesen idealen Primfactor (/?— 1 — r-f iWÄ)nial enthält; wobei p—i^ oder 
jedes beliebige Vielfache von p — 1, hinzugefügt, oder auch weggelassen werden 
kann. Die Bedingung, dafs dieser Ausdruck den idealen Primfactor f(a^ , x) 
nicht enthalte, ist also: 

\mj, — r ^ 0, Mod./i— 1, 
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und weil oben, fflr dieselbe Bedingung, 

r-\-s ^ 0, Mod./i— 1 
gefunden wurde, so ergiebt sich: 

s ^ — mj^, Mod./9 — 1, 
also auch: 

6(a,l) =4r"'"^ Mod.A«^); 
welche Gongruenz die gesuchte Bestimmung der Exponenten m, fHi , . . . 1/12.2 
enthält. 

Um dieselbe in ihrer einfachsten Form darzustellen, verwandle ich o 
in a^' . Dies giebt 

«(a^'^ 1) = ^■""'\ Mod. /•(«). 

Ferner bezeichne ich allgemein durch Ind. ^(a) den Index der eomplexen 
Zahl 9(a), fflr den Modul f(a) und fflr die primitive Wurzel g; dann ist 

(7.) m^^ ^ — Ind.6(a^ ,1), Mod./i— 1, 

die gesuchte Bestimmung der Exponenten in dem Ausdrucke 

(8.) PB{a,x) = (p{a)E(a, x) .f{a, xT.f^oT, xf^ .f{oy\ xf^ . . . .f(a^^'\ xf^\ 

In dieser allgemeinen Formel ist unter andern auch die Zerlegung der 
Lo^ran^eschen Resolvente der Kreistheilung, welche oben mit F{a,x) be- 
zeichnet wurde, in ihre idealen Frimfactoren enthalten, und es werden fQr 
dieselbe, wenn man die Gleichung F{a,x)F{pr\x)=^p zu HOlfe nimmt, 
die Exponenten m^ uti, • . . • m^^i nicht nur durch Congruenzen fflr den Modul 
p — 1, sondern vollstfindig bestimmt. Man erhfilt nfimlich, wenn man B{a,x) 
=iar^x^^ annimmt: 

F(a-\ X) = E(a, x)na, xY.fiar, xT'''f{ay\ xf'' .... na^'\ xf'^^'\ 
wo E{a,x) eine Einheit und y^ die kleinste positive Zahl bezeichnet, welche 
der Potenz y"* congruent ist, fflr den Modul l, y==^-y — ; und dieser Aus- 
druck stimmt vollständig mit demjenigen flberein, welchen ich frflher fflr die 
V Potenz dieser Lo^rimy^schen Resolvente gegeben habe. 

Fflr die Anwendung, welche hier von der Zerlegung des Ausdrucks 
Pe{a,x) in seine idealen Frimfactoren gemacht werden soll, nehme man noch 
eine besondere* Einheit fflr B(a^x) an, welche nicht sowohl die Wurxeln 
X, aPy U.S.W, selbst, sondern nur die X Perioden derselben, von je v Glie- 
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dem, enthilt. Wird eine beliebige von diesen Perioden durch 97^ bezeichnet, 
80 dafs 






ist, 80 ist 



(1 — «x)(l — ajr^O(l — ax^'^) .... (1 — aar^^""*^^) = e(a,ri) 

eine Einheit, welche nur die Perioden 17^ tji. .... ij^^^ enthalt, und deren in 
Besiehung auf diese Perioden allein genommene Norm gleich Eins ist. Aus 
dieser setse man nun die folgende zusammen: 

und bilde den Ausdruck 

PE,{a,f]) = <p{a)E(a,x)f(a,xrf(ar,xr^ .... f^ay^^x)"'^. 
Um allgemein den Exponenten mj, zu bestimmen, mufs man in der 
Einheit £„(a^ ,ri) dem o: den Werth Eins geben, wodurch dieselbe in 

(,_.r-*)'(,_0''""(l-<.^)'^....(l-.r^r'""" 
abergeht. Hieraos folgt sogleich, nach der Congroenz (7.): 

m» = — yJfjy-»"' Ind. ( 1 -oT*) , Mod. p — X, 
ond wenn in dieser Samme t in i-\-h verwandeil wird: 

ma = _r^-*4y-'"' Ind. (1 -o^') , Mod. p -1. 
Wird nun der Kflrce wegen 



4r"''* Ind. ( 1 -«'''} = - », Mod. l, 



»•a =f i'*y"'''\ 



gesetzt, so ist 
und diesemnach: 

-2ii X-'i -2(i-?^ii *'* 

PJB,(«. n) = y (a)£(«, ar) {/^(a, x)f{ay, xf .... /(a^ , arf ' } . 
Die Seite rechts in dieser Gleichung läfst sich ebenfalls leicht als Function 
4er il Perioden ri, 171, .... ry^.i darstellen. Setzt man nämlich 

f{a, x)f{a, x^)f{a, x^'') .... f(^a, x^^"'"'') = f{a, 7?), 
M ist 9 weil, abgesehen von den Einheiten, f{a,x)^ f{a,xP^) u. s. w. einander 
gldch sind, eben so auch 

A«.^)' = A«) Md na,Ti)=.f(a,xy, 

Cr«U«*i Jottmal f. d. M. Bd. L. Heft 3. 29 
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und wenn man von diesen Ausdrdcken Gebrancb macht , so erhilt aian 

(9.) PE^ («, 7,) = 9 («)£(«, fj) {/-(a, n)ry> nf"^ .... A«^'', fiY'^'''^]\ 

Nimmt man auf beiden Seilen die Norm in Beziebung auf die X Po-- 
rioden, und erwägt i, dafs Nf{(x,ri)=f{a) ist, so bat man: 

(10.) NPE„(^a, tj) = q>{afE{a){na)f{aY)y .... (Xa^ f } . 

Damit dieser Ausdruck für die in dem Folgenden davon zn machende 
Anwendung noch besser zubereitet werde, wende man eine, nur die Perioden 
Vj Vi'i 'Zi-i enthaltende, von a ganz unabhängige Einheit an, nämlich: 

FOr diese Einheit findet sich nach den oben gegebenen allgemeinen Regetn 
sehr leicht: 

P(«(,)*) = C.Eifj) {f{a, ri)f(,ay, r,)f{ar', tj) . . . . f\ar^-\ ,)p, 

und wenn man diesen Ausdruck mit dem obigen (9.) multiplicirl , so erhilt 
man, unter Anwendung der Grund-Eigenschaft (5.), folgendes Resultat: 

(11.) Pi.e{riyE,{a,r,)-) 

Nimmt man endlich noch die Norm in Beziehung auf die Perioden r^, rii, i^^.}, 

so ergiebt sich auch 

(12.) NPie(firE,{,a,ri)-) 

= q>{a)^E{a)\nayf-'nayy"--' ,... A«^T'''"""*}', 
wo 

, =z — !ziy-^'''Ind(l — a>^), Mod. il ist. 



Die Gröfse s ist aus meiner Abhandlung Aber die Ergänzungssätso 
zu den allgemeinen Reciprocitätsgesetzen (Band 44. dieses Journals) näher be- 
kannt. Sie läfst sich, wie daselbst (S. 99) gezeigt, in folgende Form schreiben: 

n^\ - — -gfad£.(a) 

WO Enip^) die zusammengesetzte Kreistheilungs-Einheit bezeichnet, deren Index 
in der genannten Abhandlung gefunden wird, nämlich die Einheit 

B.(«) = *(a)«(«y/ €{ayy .... e^pf ) 
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fQr 



i(»-i, ..d .,.)=^<-f^^. 



IIL 

Es sollen jetzt die gefundenen Resultate auf denjenigen Fall der all- 
gemeinen Reciprooitatsgesetze angewendet werden, wo zwei conjugirte com- 
plexe Primzahlen mit einander zu vergleichen sind. 

Zn diesem Zwecke müssen zunächst die in der Formel (12.) vor- 
kommenden idealen oder wirklichen complexen Prirofactoren von pj nämlich 
f{^)^ fi^"")^ A«*")i **• 9- ^-9 5" Betreff der Einheiten mit welchen sie multi- 
plicirt sein können, nfiher bestimmt werden. Wenn sie ideal sind, so werden 
sie sunfichst zu einer Potenz des Exponenten £1 erhoben; was sie zu wirklichen 
complexen Zahlen macht. Diese wirklichen complexen Zahlen werden sodann 
durch Multiplicaiion mit passenden Einheiten in die Form gebracht, welche 
ich als die primäre bezeichne, in welcher nämlich die complexe Zahl den 
beiden Bedingungen genügen mufs: erstens: dafs sie l'ör den Modul {i — af 
einer nicht complexen ganzen Zahl congruent ist; zweitens: dafs sie, mit ihrer 
reciproken multiplicirt , ein Product giebt, welches, für den Modul X, einer 
nicht complexen ganzen Zahl congruent ist. Auf diese primäre Form läfst 
sich auch, wie ich früher bewiesen habe, jede aus V^"" Wurzeln der Einheit 
gebildete complexe Zahl bringen, aufser wenn l eine von denjenigen Aus- 
nahmezahlen ist, die in einer der ersten iß — S) Bemoyilischen Zahlen als 
Factoren des Zahlers vorkommen (M. s. dieses Journal Bd. 44. S. 138 u. S. 141). 
Diese Aosnahmezahlen, für welche auch der niedrigste Exponent H derjenigen 
Potenz von /^(oe), welche wirklich wird, durch l theilbar sein kann, sol- 
len ans diesem Grunde von der gegenwärtigen Untersuchung ausgeschlossen 
bleiben. 

Unter der Voraussetzung, dafs die Primfactoren f(a)^ f{^'^)i u. s. w. 
von p in der primären Form genommen werden, ist nun, wie leicht zu sehen, 
die H^ Potenz des Products 

rt.'7'-'/(«'7^-....A(./^r '■•--' 

eiier nicht komplexen ganzen Zahl c für den Modul l congruent. Wenn man 
daher beide Seiten der Gleichung (12.) zur jH^"* Potenz erhebt, und daraus 
eine (Jongruenz für den Modul l bildet, so erhält man: 

[NP{^e{Tir^,{a,fi)^Y = cJB(a)', Mod.Ä. 

29» 
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Nach den oben in ($.I.) bewiesenen Grand-Eigenschaflen der Au- 
drflcke Pb{x) wird nnn die Norm eines solchen Ansdrocks folgendermarsen 
durch eine Potenz desselben ausgedrflckt: 

Beachtet man, dafs in Beziehung auf den Modul l jede A'*" Potenz einer com- 
plexen Zahl, welche a enthalt, einer von a unabhängigen Zahl congruent ist, 
80 findet sich 

• 
wo C eine complexe Zahl ist, welche zwar die Perioden 17 ^ 171, etc., nicht 
aber die Wurzel der Einheit a enthalt. Aus dieser Congruenz, yerglichen 
mit der vorhergehenden, folgt 

cE{a)^ = C^i;E,(a, i?;)'^ Mod. l. 

Hieraus soll nun die bisher unbestimmte Einheit E{a) nfiher bestimmt 
werden. Zu diesem Zwecke nehme ich auf beiden Seiten der Congruenz die 
Logarithnen; und zwar in dem Sinne, in welchem ich die Theorie der loga- 
rithmischen AusdrQcke fflr complexe Zahlen in der mehrmals erwähnten Ab- 
handlung (dieses Journals Bd. 44. S. 130 etc.) entwickelt habe. Dies giebt, 
wenn man noch durch U, welches nach der Annahme nicht durch l theilbar 
ist, dividirt: 

und da 

e{a,Ti) = (i — ax)(l — aa/) .... (1 — aar^^'"'^^ 
ist, so verwandelt sich dieser Ausdruck leicht in den folgenden: 

Ich mache jetzt von der allgemeinen Formel meiner Abhandlung (Bd. 44. 
S. r34) Gebrauch, nämlich von der Formel 
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io weleiier 

gi 

ist, aod yermöge deren, wenn (p(a) hier gleich i — ax angenommen wird, 
der gefundene Ansdmclt sich in folgenden verwandelt: 

oder, wenn der Kflrze wegen 

C14.) -2i— 2 — ^g^ ^ D^, Mod.i, 

geseUt wird, in 

/(^) = Ö.X,,(a), Mod.A. 

FQr die zusammengesetzte Kreistheilangs-Einheit £„(a), dieselbe, welche 
oben in ($.11.) vollslflndig definirt wurde, hat man aber nach (S. 139.) der 
erwihnten Abhandluug: 

WO A« die n^"" Bemoullische Zahl bezeichnet. Also wenn üf« durch die 
Congruenz 

(16.) '-"-"f -"'- .Ji. ^ O., U06.X. 
bestimmt wird, so ist 

woraus nach der bekannten Theorie dieser logarithroischen Ausdrücke und 
der Einheiten, ohne Schwierigkeit 

(16.) E{a) = E.(a)^, 

folgt, und wo die gesachte Bestimmung der Einheit E(a) in der Gleichung 
(12.) liegt. 

Das besondere Reciprocitfitsgesetz, welches hier entwickelt werden 
soll, liegt nur in der Congruenz (15.), welche M„ und D^ verbindet. Diese 
Groben lassen sich nAmlich beide durch die Indices der complexen Primzahlen 

/TO^ f(^^\ • • • • fi!^ \ In Beziehung auf den Modul f{a) genommen, aus- 
drfleken, so dafs diese Congruenz fflr die verschiedenen Werthe 1, 2, 3, . . . 
... |(it— 3) von n, ebensoviele Reciprocitfitsgleichungen giebt, aus welchen 
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das einfache Gesetz, wie ich es längst durch Indnction gefunden hatte, sich 
leicht entwickeln läfst. loh beginne mit der Entwicltelnng der Grftfse 

ß, = 2i ^ — j^^ , Mod.i. 

Zunächst hat man 

dl(i'-e''x) — e^j ^ 

äv 1— e'^jr* 

was auf folgende Form gebracht werden kann: 

deren Richtigkeit sogleich durch Multiplication mit dem Nenner X — e'^^x er- 
sichtlich wird. Bildet man nun den (2ii— 1)'*'' Diiferentialquotienten dieses 
Bruchs, und setzt darin r='0, so werden alle Diiferentialquotienten des Nen- 
ners l-f-«''H 1-6^*^% vom ersten bis zum (2ii— l)**", congruent j!Vif</^ 

fflr den Modul l; dieser Nenner selbst aber wird congruent Eins. Die Dif- 
ferentialquotienten dieses Bruchs sind daher für v = nur den Differential- 
quotienten seines Zählers fflr 9 = congruent. Man erhält also: 

oder, wenn der Kflrze wegen 

12,.i^2''-* + 3^'-» + ...- + (* — 1)*"-» = &t^i{k) 
gesetzt wird, und wenn man beachtet, dafs jS1u~i(/')^0 fflr den Modul l ist, 
so bat man 

^^1^^ = SS^^(*)*», Mod.A, 

and demgemife: 

/>, = SS»! «,,_!(*)«**', Mod. i. 

t 

Setzt man in dem Exponenten von x, j^"^*^ statt Ar und verwandelt 
t in f — Ind. k, wobei man dem veränderten t wieder genau dieselben Werthe 
1=^0, 1, 2, ..../v — 2 lassen kann, so wird 

und da ^aj9s^.i(A} = 0, Mod.A^ JS'iX^ =—1 ist, so fällt d? aus dieser Cm- 
1 • 
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pneBS gioslich weg, und es wird 

D, = ^tjS'2«.,(&)Ind.*, Mod.i. 

Dieser Ausdrock wird za dem vorliegenden Zweclie weiter auf fol- 
gende Weise eingerichtet. Zundchst wird die einfache Samnie, indem man 
k'\'hk statt k setzt, in folgende Doppelsumme verwandelt: 

Sodann ist 

Ind.(*+Äil) = lni.(kv'\^hJLy) — InA.v, 

and da lv = p — i ist, und da die Vielfachen von p innerhalb der Indices 
weggelassen werden können, 

Ind.(*-fÄi) = lni.(ky — A) — lnd.y, 
also 

Slnd.(Ar + AA) = Ind. (-^^^) - y Ind. i^, 
wenn /7(r) = 1.2.3 r oder 

^llnd.(*+Äi) ~ Ind.( ^^^^^^jyJ -vInd,y + Ind.77y ist 

a-i 
Erwigt man nan, dafs JS^S2n^i{k)^0 ist, so folgt hieraus: 

D^ = '±\s,„^,{k)lnd.(jf^i^^^ Mod.i. 

Der in diesem Ausdrucke vorkommende Binomialcoöfficient kann durch 
eine der von Jacohi mit V^^a) bezeichneten complexen Kreistheilungszahlen 
ersetzt werden. Aus der Theorie der Kreistheilung (H. s. eine Notiz von 
Jaeobi Aber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf Zahlentheorie in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1837, abgedruckt in diesem 
Journal Bd. 30. S. 166 etc.) hat man nämlich: 

ond wenn ^'^ statt a gesetzt wird: 
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Wird nun /(o) als derjenige ideale Primfactor von p betrachtet, welcher io 
g^'—ft enthalten ist, so dafs 

g^ ^ a, Vlod.f(a) 
ist, so ist 

Also, wenn das Zeichen Ind. nicht mehr auf den Modul p, sondern nur auf 
den Modul f(a)^ Factor von p, bezogen wird, kann D^ folgendermarsen dar- 
gestellt werden: 

D„ = i* Ä,,., (Ar) Ind. !Pi.i («"') , Mod. i. 

Es ist noch die complexe Zahl y^i.i(a~^) in ihre Primfactoren, welche 
zugleich Primfactoren von p sind, zu zerlegen. Aus der von mir aigega- 
benen Zerlegung der V^ Potenz des Lii^ran^^schen Ausdrucks F{aj x) der 

Kreistheilung, welche, wenn allgemein — die kleinste positive Zahl bezeichnet, 

die der Congruenz axz^b, Mod. Jl^ genOgt, folgendermarsen dargestellt wer- 
den kann: 

erhilt man sehr leicht: 

I 

und demnach 






Hod. Jl, 



wo, wenn f{cc^ ) ideal nniH der kleinste Exponent ist, ffir weiohen /(a^) 

unrklieh wird, dieBedeutangdesIndY(^) als gleich 77 Ind./^(a' ) anznsehenisL 

Man setze nan statt Si„_i{k) die in Beziehung aaf den Modul X eoi- 
gruente Reihe iS^(2n-i)2(^) und moltiplicire mit l, so erhfilt man 



Nun ist aus den bekannten Formeln fOr die Potenzsummen der natdr- 
liehen Zahlen leicht zu zeigen, dafs 

^*Ä(2..i,a(A:) -^ -^,A(^-^)^-^« und 
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f»Ä(...i)z(*)(|-^|-|4|)^-^^ 



-*'" — 2n 



fQr den Modul l^ ist. Setzt man diese Werthe hinein, so wird sich der ge- 
meinschaftliche Factor a hinwegheben, und man erhält so wieder eine Gon- 
gruenz für den einfachen Modul X. Setzt man alsdann noch fQr A^''"~'>^ das 
einfachere h^""^ zurück, so ergiebt sich endlich: 

(17.) />„ = i-J|_»i^, *-__Li„d.AA Mod.;i. 

Nachdem so der schwierigste Theil der gegenwärtigen Untersuchung 
vollendet ist, wende ich mich zur Bestimmung der Gröfse M„, die aus der 
oben gefundenen Gleichung (12.) 



- ip{afE(^a)\f{ayY 




.n)) 


K^-l 


-2(i.J)«_, « 


entwickelt werden mufs, in 


welcher 








E(a) — E,(«/'- 


und * = — 


-2Ind.En(a) 


Mod. l is 



Man erhebe beide Seiten dieser Gleichung zur Potenz p, und mache 
daraus eine Congruenz für den Modul p. Für diesen Modul wird, wie bekannt, 
die /i*** Potenz jeder complexen Zahl, welche a und x, oder auch die Perioden 
1], rii^ .... rix^i enthält, einer complexen Zahl congruent, welche nur a ent- 
hält; also wird die pie Potenz von P{e{riyEn{a,ri)) einer complexen Zahl 
i\d) congruent und mithin wird 

xV(P^(i?yE„Ca,7,;/ ^ F{a)\ Mod./;. 

Die p^^ Potenz einer nur a allein enthaltenden complexen Zahl aber 
ist dieser complexen Zahl selbst congruent, wenn nämlich, wie hier, p^^vl-^-X 
ist. Die obige Gleichung giebt daher folgende Congruenz: 

für den Modul p, und darum auch für den Modul /'(«), welcher ein Primfactor 
von p ist. Nimmt man nun auf beiden Seiten dieser Congruenz die Indices 
in Beziehung auf den Modul /*(«), und setzt für s seinen oben gefundenen 
Werth, so erhält man: 
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:- iW;.Ind.E„(«) - ^.l!^^^:^ .^.(y-»«-t) Ind. /'(«'''), Mod. X. 

Unter der Voraussetzung, dafs Ind.E^C^) nicht congruent Null ist, für den 
Modul X^ kann man Ind. E„(a) aufheben, und man findet dann folgenden Aus- 
druck von M^\ 

(18.) M„ = ^^;j^-^(r'-- Mod.^ 

Die gefundenen Ausdrücke von D^ und ilf„ sind nun in die Congruenz 

ZU setzen, wodurch dieselbe, nach Aufbebung der gemeinscbafllichen Facloren, 
folgende Gestalt annimmt: 

^.(y-^- - 1 ) Ind/Ca^') = \ ^^^ Ind. /^(a^). 

Setzt man A^y-', so wird 

J.Cy-^'-'— l)(Ind/(a>'')-y Ind./'(a>''')) = 0. 

I 

Mnltiplicirt man mit y^^, wo k jede beliebige der Zahlen 1, 2, 3, il— 1 

bedeuten kann, jedoch mit Aosschlufs von Ar = ^(^ — 1), und nimmt die Summe 
In Beziehung auf ii=:0, 1, 2, ...» i(it — 3), so wird dieselbe stets con- 
gruent Null; mit alleiniger Ausnahme des Falles J = Ar^ für welchen sich 

(1 9.) \xi^.f{/) = / Ind. A«^"\ Mod. X 
ergiebt. 

Diese Congruenz stellt das gesuchte einfache Reciprocitfltsgesetz nnter 
je zwei complexen Prlmfactoren einer und derselben Primzahl p dar. Dasselbe 
kann in den Zeichen, welche für X^"" Polenzreste den Le^endreschen fAr 
quadratische nachgebildet sind, folgendermafsen dargestellt werden: 

Nach der Definition des Leßendreschen Zeichens hat man nfimlich: 

V m ) 

also auch 

\ m ) 



Jnd.f(i.y ) 
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und wenn a in a^ verwandelt wird: 






woraus die Übereinstimmung beider Darstellungen dieses Reciprocilätsgesetzes 
erhellet. 

Da der Fall k=z\{X—\) oben ausgeschlossen werden mufste. so sagt 
dieses ReciprocitStsgesetz über den Index des einen complexen Primfactors 
f{cr^) nichts aus. Dieser Mangel läfst sich durch diejenige Reciprocitäts- 
gleichung, welche die von mir gefundene Formel der Kreistheilung giebti, 
leicht ergänzen. Aus dem Ausdrucke 

F(«-',x)^ = ±a'narnayf-^f{a>"f-' . . . . A«''''V''''''', 
in welchem för primäre Wertbe von f{a) die Einheit a' gleich Eins wird, erhält 

man nämlich, wenn man auf beiden Seilen durch p=f(ct).f(a^)....f{a^ ) 
dividirt und die Indices in Beziehung auf den Modul f{a) nimmt: 

= !rÄ(r'-l)Ind.Aay*), Mod. X. 
I 

Fasset man in dieser Summe je zwei vom Anfange und Ende gleich weit ent- 
fernte Glieder zusammen, so wird, vermöge des oben bewiesenen Recipro- 
citfilsgesetzes, die Summe derselben congruent Null, und es bleibt nur das 
mittelste Glied, nämlich — 2Ind./*(a~~^} Qbrig. Man erhält also 

(21.) Ind.fia-') = 0, Mod. l, 

oder, nach der Lejjfendreschen Bezeichnung: 

Nach ähnlichen Methoden, jedoch nicht ohne Anwendung einiger an- 
dern Halfsmittel, welche ziemlich bedeutende Vorarbeiten erfordern, habeich 
auch d^n Beweis des allgemeinen Reciprocitätsgesetzes för zwei verschiedene 
nicht congruente complexe Primzahlen gesucht. Dieser allgemeinere Beweis 
aber leidet, eben so wie der hier gegebene, an dem Mangel, dafs er, auch 
ffir Potenzreste von einem bestimmten Exponenten l, nicht alle complexen 
Primzahlen umfasset, weil die obige Voraussetzung, dafs Ind. E„(a) för den 
Modul X nicht congruent Null sein darf, und zwar fOr keinen der Wertbe 

11 = 1, 2, 3, K't — 3), nicht für alle Primzahlen /'(«) erfüllt wird. Für 

X^=b^ also für die fünften Potenzreste, giebt es folgende acht Primzahlen 

30» 
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anter Tausend , fOr deren complexe Primfactoren Ind.E„(a)^0, Mod. 5 ist 
nämlich: /i = 211, 281, 421, 461, 521, 691, 881 und 991, auf welche 
also auch der vorstehende Beweis des ReciprocitAtsgesetzes unter conjugirten 
Primzahlen sich nicht erstreckt, obgleich, wie die wirkliche Ausrechnung mit 
Hülfe der Tafeln des Canon ari'hmeticus von Jacohi leicht ergiebt, dasselbe 
auch für diese vollständig richtig ist. Sollte es mir nicht gelingen, diese 
Unvollstandigkeit der auf die Ausdrücke Ps(a,x) gegründeten Beweise der 
Reciprocitätsgesetze zu entfernen, so würde ich genöthigt sein, den Weg, 
welchen ich seit mehreren Jahren ausdauernd verfolgt habe, günzlich zu ver- 
lassen und einen andern zu suchen. 

Breslau, den 31. August 1854. 



333 



14. 

Sur quelques questions de la g^om^trie de p.osition. 

(Par Hr. F. Brioschi, professeur & I'universitö de Pavie.) 



1". ReUtioB eotre les distanees respectives de cinq points pris dans fespace. 

Soient x„ y„ z, les coordonnees d'un qnelconqae des cinq points; 
^r> Xrt ^r los coordoDoees d'un sixieme poInt. Je pose: 



On a: 



par consdqnent: 



«r..— c, = Ä--2a?^a?, — 2y;.y, — 2«,«,, 



0, 



Le determioant, premier membre de cette iqaation, peat Ute ^crit 
eomme soit: 

Ci «r,i — «1 1 ar, y, ar, 

«2 «r,2 — Ci 1 a?j yj" ar. 



«r,l — <?I 


1 


X 


ri 


«1 


«r,J — Cj 


1 


Xt 


n 


«j 


«r.J — <?6 


1 




• • 

Xi 


«6 



«5 «r,» — Cs 1 a?5 y-j «5 


En ajootant anx elöments de la seconde colonne ceox de la premiere, on aora: 

<?i «r.i 1 a?! Xi Zi 

Ci a,,j 1 X, Xj «j 



«5 a,,5 1 xt Yi ar^ 
110 

De eette ^aation ou conclAt qae le prodult des deox d^terasinaats 
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Ci 


^r,l 


1 


-2x, 


-3yx 


— 2«! 




1 


"r.l 


«1 


a?! 


Xi 


«1 


c. 


«r,» 


1 


-2x, 


-2r, 


— 2«, 




1 


«r,2 


C2 


afj 


y» 


«2 


• • 


• « • 


• • 

1 


— 2x, 


-2r, 


• • • • 

— 2ä5 




• • 

1 


«r.5 


• • 


• • • 


y6 


• • 


1 


1 



















1 


1 












est egal a zero, et Tod aura: 






= 0. 



SupposoDS que le sixieme point colncide avec le premier; aiors on a: 

^r,l=0, 0^2 = £1,2, .... a^,5 = fll,5. 

En substitaant ces valeurs dans le determinant, premier membre de la derniere 
equation , et en ajoutant aux elements de ia seconde ligne ceux de ia premiere^ 
iDultipIies par — ai^2\ aux elemenls de Ia troisieroe ceux de la premiere, mul- 
tiplies par —^1,3, etc.; et enfin, en ötant des elements de la derniere ligne 



ci.) 



smier 


e, on 


oblient : 









«M 


«1,3 . . 


• • «1,6 


1 


«M 





«2,3 • • 


• • '<2,6 


1 


«M 


«2,5 


«3.5 . . 


. . 


1 


1 


1 


1 . . 


1 






= 0. 



Cette equation est celle qu'on Irouve developpee dans le memoire de Carnot 
„Sur Ia relation qui existe, etc.'' 

II est evident que les relalions analogues pour qualre points dans un 
plan, et troh points dans une droite seront: 






«.,2 


«M 


«!.♦ 


1 


«..2 





«2,3 


«^,4 


1 
1 


«M 


«2,4 


«.,4 





1 


1 


1 


1 






= 0, 






«1,2 


«1,3 


1 


«.,2 





«2.3 


1 


«1,3 


«»,3 





1 


1 


1 


1 






= 0: 



c'est-ä-dire le volume du tefraedre, ayant pour sommels les quatre points, 
est nul; et egalement Taire du triangle ayant pour sommets les trois points. 



i4. Brioschij note de geom. de porition. 
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Et eomme, en indiqnaiit par Vi^ rj, ... v^ les volumes des cinq letraedres 
qni ont lears sommets dans cinq points pris dans Tespace, on a: 

Norme (±«?i±t?2+ ••• +1^5) = 0. 
Ainsi le premier membre de requation (1.) sera un facteur du premier membre 
de cette derniere: propriele etablie a priori par M'. Sylvetfter dans son 
excellent memoire „On the relalion between the volame etc.'' (The Cambridge 
and Dublin Mathematical Journal. May 1853.) 



t\ Relation entre les distances respectives de dnq points situes 

snr un ellipsolde. 

Soit 

«t -1- ^ r y. * 

requation de Tellipsolde; J^,« la distance rectiligne entre le point s et un point 
quelconque r pris dans Tespaco; Dr,^, le demi-diametre de Pellipsolde parallele 
a dr^,. En posant: 



on a: 



«r,. = Ä 



2Xr 



et par consequenl: 









«r.l 1 Xi Yi «i 

«r,2 1 a?J >'l «2 



«r,s 1 a?» Yi «, 
Le carre du determiDant 



= O«). 



«... v-1 


a 


ß 

y* 

ß 


it 
y 


«.* v-1 




'ß 





*) Cette relation, dans le cas d'une sphere, h etö donnee par H'*'. Luchierhand, 
Möbius, Joachim&thaL T^ 23, 26, 40 de ce Journul. Je Tai ötendue a un elliftnoide, 
60 supposant le sixieme point siluö sur la surface, el M^ Genocchi a remarque qu'elle a 
lieu encore si le sixieme point est sitaö dans l'espace. (Nouvelles Annales de M^ Tcraticm. 
Mal 1853, Novembre 1854.) 
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i4. Brioachi, noto de geotn. de potition. 



sera donc nul, et l'on aura: 



<• 



«r,lör,2— if«l,2 



«r,2 



«r,2«n6 — 4^«2,6 



<6 



= 0. 



Ör,lör,6— i«l,5 «r,2flr,5 " i «2,5 • • • 

Et en supposant que le point r colncide avec ie premier, et en ötant ensoite 
des elements de la seconde ligne ceux de la premiere malliplies par Hi^,, etc. 
on obtiendra la relation cherchee: 

«1,2 ÖJ,3 «1,4 «J,6 

«1,2 «2,3 <#2,4 «2,6 



= 0. 



«1,5 «2,5 «3,5 «4,5 

La relation analogae entre les distances de t/uatre poinls situes sar 
une eiiipse sera: 

«1,2 «1,3 «1,4 

«1,2 «2,3 «2,4 



= 0, 



«1,4 «2,4 «3,4 

c'est-ä-dire : 

Norme ( + «J,2«3,4±«l,3«2,4±«1.4«i,3) = 0. 

Les relalions entre les distances de cinq points situes sur une sphere, 
et de quafre points situes sur une circonference , sont des cas particuliers 
de Celles- ci. 

T\ KelatioQ entre les plus courtes distances respectives et les inclinaisons 
mutueiles de sept droites quelconques. 

Soient x,, y\, z^ les coordonnees d'un point situe sur Tune des droites; 
a^, ß.y Yi les Cosinus des angles de la möme droite avec les axes; x^, y^, z^f 
^r> ßrj Yr l^s memcs quantites pour une huitieme droite; 8r^^y la plus courte 
distance entre les droites r et ^; w^^^ L'angle de ces deux droites. En posant: 

on a: 

«,, , = a,a,\ brßs + CrY, •{- a, a, -}- *, /?, -f c,y, , 

et par consequent: 




ML Brioachij note de geom. de poiition. 
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^,1 «I ßi Ti «1 *i «I 
«r,« ^ ß% tt a% K Ct 



= 



ö*-,7 «7 iSy r^ Ot bT Cj 

et le prodait de ce determinani par 

flr,i «1 *i <?i «i ßi ri 

«r,a «i *2 ^ «a Ä ys 



Or,7 «r *7 ^f «7 Ä y? 

sen nul. En observant que: 
OD aura: 



*r,l 



ör,i«r.a+^,a ^,3 



flr,l^r,»+«l,t .... a,.,iÄ^,|-|"^l,7 



«r,2«r,7 + Ä2,7 



= 0. 



ör,l«r,7 + ^.7 «r, 1 «r, 7 + ^Jl, 7 .... «5,7 

En snpposant qae la huitieme droite colncide avec la prämiere, on obtiendra 
la relation 

«1,2 «1,3 .... «1,7 

«1,1 «2,3 .... 1^7 



= 0. 



«1,7 «8,7 «3,7 ... . 

II ist evident qae pour six droites conp^es par nne sepiieme, on aura: 
«i,a .... «,^6 

«1,2 .... «2,6 __ Q 



«1,6 «2,6 ... . 
En nommant itii, 1112, . . . . m^ les moments de sepl coupM compo- 
aantes d'un m6me Systeme de forces, ayant ponr axes les sept dtroites sape- 
rieares, on a: 

Uli öl *, Cj, «, ß^ Y^ 
m^ a^ 02 c^ a^ ßr^ y^ 



WI7 «7 A7 C7 07 ß^ y. 
CieMeU Journal f. d. M. Bd. L. HaftS. 



= 0, 
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et pour produit des deux determinants : 






»«l 


a, . . 


• • r» 




m, 





«, . . 


. . <?l 





11*2 


fl, . . 


. . y» 




M#j 





Oj . . 


. . c, 





»'- 


a^ . . 


• • ri 




'«7 





«7 . . 


. . c, 


1 





. . 


. . 







1 


. . 


. . 



ou: 






«i,i 


. . . . 


«1,7 


m, 


«1,. 





. . . . 


«2,7 


m^ 


«1,7 


«2,7 


. . . . 





m^ 


Uli 


"h 


. . . . 


»'- 






= 0. 



II en resulte que les equalions 

1/1, = «I2 = • •• • = wi,i = 

seront des conditions necessaires et süffisantes pour reqiiilibre du Systeme, 
pourvu que 

r/i , .... Ä,,ü 



a 



Wi 







^,6 



non = 0; 



et par consequent les axes des couples ne doivent pas pouvoir ötre rencontres 
par une inöme droite. 

Pavie, 18 Decerabre 1854. 
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15. 

8ur deux formules relatives k la theorie de la de- 
eoniposition des fractions rationnelles. 

(Par Mr. Itriotehl, professeur u l'universile de Pavie.) 



JLäemme 1. Soient j:,, x,, ... x^ Ics racincs. supposees inegales, 
de reqaation 

(1.) fix) ■^■. it^x" \-atX'-'-\ ;«,_,J? -}-«., = 0; 

on a: 



(2) 






=: — (a, x:-' -\- tiix:-- -f [- a,.,x, +a,_,) 



pour r=r::l,2, — «; et 



dx. x"r 



''**J rf«.. /»<« 



rfof ~ /'(jr.) 
poar r = 0, 1, 2, . . . ■ ». 

Lewtne 2. En desigiiant par J le determinant 

I 1 .... 1 

Xi Xi .... J?„ 



-n— 1 .«»i—J 



^.«-1 



et par ^(p-), le determinant qiron obticnt eii «übstiluanl x\^ x^^ ... 

dans le determinant J aux iieu deb elements x\^ x\ x''^, on a: 

(4.) .,=.-^j(^Pj. 

Lewme 3. Si Ton suppose * = 1 , 2 , r — J . r -f- J , . . . 

et qn'on elimine les quantites ^, -j-^y .... ^-^ des («4-1) equations 
dor rfX| I dar dx^ . , rfo^ dxn ^ 



1 </gr rfX| , dar dj\ 
[ rfXj da^ ' </jr, f/r/„ 
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^bservoDs qoe Ton a ^videmment: 

ri (7.) et ses analogues, donnent la premiere des formotes qa'on voo- 
*(«blip, savoir: 



«, = (-1)' 





Lo 


<h 





. . 


i 


L, 


«1 


Oo 


. . 


a:+' 








. • 




I/^. 


«r_l 


«r-a • • 


. . tkt 




L. 


«r 


«r-l • • 


. . a, 



(«qaelle (si r^n) on doit poser 

ii evidenl que si le degre de ip{x) etait <::in^ par exemple egal in — i^ 
dcvroit fötre £?0s=C|='-'« = c„_,_| = 0. 

La roriuule ci-dessus pent itre transform^e au moyen d'une propri^te 
d^lermlnatits^ et Ton obtient: 



J*ajoule quelques exemples. Pour r=:0 on a: 
mite lres> connae. Ponr r = l on a: 



<% 


«0 


. . 


. . 


Ci 


«1 


<ib . . 


. . 


Cr 


«r 


«,^1 . . 


. . «0 


Cr+l 


«r+1 


a. 


. . a, 



Tkioreme 2. Soit: 



T.= 



*;v(*.) 



+ , 



K^i'^') 






Vr « IV(«i,x-Haia?'-'+-- + «r)-(Aa?'-'+i.x'-»+ •■•• +L,.,). 
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on obtient: 



ons ra Uonme l k B. 



don don 



dXf dx^ 
dar dor 



dx^ dx^ 

da^ da^ 

dx^ dx^ 

da^ da^ 



P 

dOn 



dXn 
dür 



P 
da, 

da, '^^ 



= 0. 



De cette eqoation, ä cause de requation (3.), on tire: 
et CD ayant egard a la relation (4.), on a: 

(6.) Pr=-^' 

ThiorSme i. Seit : 
et 

Si Ton snppose r<Cn, on a: 

"o 

En effet, en substituant dans te premier membre de cette equation, qoe 
designerai par L^, les valenrs de Sr, S^i^ etc. on a: 

relation qui, transformee au moyen de requation (S.)» donne 

^' — ~T^~d^'7^)y 

ou bien: 

et ayant egard aux relations (5,6.), on a: 



iA BrioMchis dthampoHiion des fractiom rationnelles. 
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Observons que Ton a evidemment: 

L'^quation (7.) et ses analogues, donnent la premiere des formotes qu'on vou- 
lait etablir, savoir: 



« = (-D'iir 



dans laquelle (si r^n) on doit poser 

II est evident que si le degre de (p(x) etait <i^j par exemple 6gai kn — i, 

00 devroH faire co == Ci= •••• = ^n-.-i = 0. 

La formule ci-dessus peut itre transform^e au moyen d^une propri^te 

des d^terminanls, et l^on obtient: 

Co Oq .... 
Ct Ol «b .... 



Lo 


<h 





. . 


L, 


Ol 


«0 


. . 


Lr-t 


«r_l 


«r-a • • 


• . Ob 


Lr 


«r 


«iwl • • 


• • «i 



Cr ar Ä^, 

J'ajoute quelques exemples. Pour r = on a: 

formule tres- connue. Pour r = l on a: 

■f'T^^ = ^Wco— aoaxCi + flS(Cz — Co)) 
Theoreme 2. Soit: 



T, = 



xjqp(jr,) 



^M^t) 



+ 



<V(*") 



et 



on a: 



r. = «o2'r+a,T,_,4-....+a,To, 



F, = T„(aoa.--(-a,a?'-»+...-+fl,)-(i.oa;'-»-fL.x'-«+-- + J^r-i). 
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On tire cette propriete tout de suite de Pexpression V, en observant qae 
La valeur de 



T — V 

*() — — « 



^Us) 



s'oblient au inoyen de la formule (3.). En offet on a: 






Mais : 



par conscqiient: 






1 ^x. 



^ i dx. 



fM' 



.r" 



En substituant, od arrive a ia relation connue: 

I/equation (8.) et ses analogues donncnt, quelques reductions faites 
ia seconde formule 

A„ «0 . . • . 
A, <i, ö„ .... 



^'•+^ 



1 






A,_, rt^j a,_j 



«1 






si Ton pose: 

Pavie, 8. Fevrier 1855. 



^ 
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16. 

Über die Schwingungen eines frei hangenden, 
biegsamen Fadens. 

(Von Herrn Dr. Minding, Professor an der Universität zu Dorpat.) 



In der ^Mecanique analytiquo l. I. p. 293 — 396" beschäftigt sich La- 
(/ränge mit den Schwingungen eines frei hangenden, mit beliebigen Gewichten 
au beliebigen Stellen beschwerten biegsamen Fadens, verläfst jedoch sehr 
bald die allgemeine Untersuchung, um sich auf den besondern Fall gleicher 
Gewichte in gleichen Abständen zu beschränken; welcher allein vollständig 
durchgeführt wird. Das dabei gefundene schöne Resultat macht den schon 
an sich nahe liegenden Wunsch einer allgemeinen Lösung der Aufgabe nur 
um so reger, und veranlafste mich vor mehr als einem Jahre, solche zu suchen. 
Meine damals der kaiserlich -russischen Akademie d. W. vorgelegte Arbeit ist 
im ersten Bande der ^Melanges mathematiques et astronomiques (v. J. 1S53)'' 
abgedruckt worden. Es möge mir gestattet sein, hier mit einigen weitern 
Ausfahrungen auf denselben Gegenstand zurückzukommen. 

Ein als masselos, vollkommen biegsam aber nicht dehnbar ange- 
nommener Faden Ali (Taf. IV. Fig. 1.) bangt von A frei herab und ist in den 
Puncten />i, //2, .... Py mit gleichnamigen Gewichten belastet. Das Gewicht pi 
befindet sich in dem untern Endpuncte B; hierauf folgen die übrigen, aufwärts 
in den Abständen pip2 = li^ p.,fß^ = l^^ .... py_iPy=^ly^i\ endlich /;y^JI = /y. 
Der Ort, den B (oder auch p^") in der Gleichgewichtslage des Fadens einnimmt, 
sei der Anfang der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z; BA sei die Axe 
der x; x^y y^, z^ seien die Coordinaten des Gewichts /^^ zu der Zell /. Für 
den Puncl A ist j7, .^^ = /^ -|- ^ -| l^z=zL, y^^i = 0, sr^^, = 0. 

Wird die Spannung des Fadens in /^ durch y^/^ und die Schwere 
durch g bezeichnet, so ergeben sich für die Bewegung des Gewichts p^, 
die Gleichungen 
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nebst den Bedingungsgleichungen von der Form 

Die Gleichung 17^ = gilt jedoch nur so lange, als die Spannung in ^j und 
mithin q^,, positiv bleibt. Da nämlich der biegsame Faden auch Bewegungen 
gestattet, bei welchen ü^ negativ wird, so würde in solchem, hier fibrigens 
nicht weiter in Betracht kommenden Falle, ^^ = zu setzen sein. 

Die gegenwärtige Untersuchung beschränkt sich auf die Annahme seAr 
kleiner Schwingungen des Fadens um die Gleichgewichtslage, welche erlauben, 
die Quadrate der y und z zu vernachlässigen. Dadurch geht die Gleichung 
17^ = in a?^+, — x^riszl^ über; d. h. es erhalten die a^i, jr», ... Xy unver- 
änderliche Werthe, nämlich j7^ = 0, ar2 = /i, u. s. f.; mithin verschwinden 

in den Differentialgleichungen der Bewegung auch die Beschleunigungen ^^ 

und die Spannungen bleiben dieselben, wie im Gleichgewichte, nämlich 

qili^Pi = Pi^ qil2^Pi+P%=Pi, 9M^fi^Pii'Pti'Pi'''''\'P„ = Pi^' 

Es werden dadurch auch die zweite und dritte Gleichung ganz unabhängig 
von einander; oder es genögt, nur Schwingungen in der Ebene xy zu be- 
trachten, für welche demnach folgende Gleichungen Statt finden: 



9 



— -^ = —9i(y»-yi) —9»(y^-y3)* 



^ -# = - 9^-i (Ym - y^-i) - V/. (y^ - y^+t\ 
Y~dt^ = —9y-i(yy-yy-i)-9y(yy-yr+i)] 

wo y,^i==0 ist. 

Um diesen Gleichungen zu genögeo, sei 

und 

y7=riyii y3=f%yi,"' yr^fy-iyr, endlich y^^,=/;y, = o, also /;=0. 

Die unbekannten Factoren /'unterliegen daher folgenden Bedingungen: 
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= Pik _y,(l_/;), 

1 = P^i-if^ k -|- q^{ff,-i —ff.) — q^+i (f,, — /J.+i), 

== Prfr-l*'-\-qr-Afr-i—f,-i) — qAfr-l'-fr)' 

Als allgemeine Form der f ergiebl sich hieraus eine nach Potenzen von k 
fortschreitende Reihe. Man findet: 

/; = 1-/,Ä, Aa = l-(A + 4)Ac+^^Ä»=l-(/,-ft)A:+(.i,(l-^)*«. 
Es sei 

so ergiebt sich aj, = /, -f 4 -f- '3 H f- (« • Wird ferner die vorstehende Reihe 

in die allgemeine Gleichung (I.) gesetzt, nämlich in 

(I*.) q^r^-i + (PM+tk — q„ — if„+i)ff,-\-q^+iff,+^ = 0, 

so folgt aus der Vergleichung der in k^ roultiplicirten Glieder: 

oder, weil p,.+, = P,,+i — P,„ q,.t^ = P,.» y^+i = P/.+i(«+i ist: 
(II.) P^,,\A±L=A.. „-,j _ p^{^^^ _„.-.]. 

Der dieser Gleichung genügende Werth von aj; wird nun nacli fol- 
gender Regel gefunden. Aus den Zahlen 1, 2, 3, ... /te bilde man die Com- 
binationen Je zu A^ ohne Wiederholungen; es seien n', n", n'^\ ... n^ die 
Glieder einer solchen Combination, nach der Gröfse steigend geordnet, also 
m'<c;«"<C*^*<^^- Ferner bilde man das Product 

0-fe)0-fe)-0-fe^) = '^.a- 

wo nach der früheren Festsetzung z.B. P^, so viel ist als/>i-f|i2 4-/^s + *"+A^nM 
dieses Product werde mit C^ L»*, ^n^^, ••• l^x multiplicirt und die Summe 
aammtlicher Ausdrücke solcher Art für alle möglichen Combinationen der Ele- 
mente 1, 3, 3, . . . jti zu je A genommen ; was a^ giebt. Dann ist 

(III «.) «^ =1 :si^.i^j„.n . . . i^iM^i^ 

wo der Zeiger ^ Über dem 2 sich auf die Zahl von Elementen bezieht, aus 
denen die Combinationen zu je X zu bilden sind. 

Cren«'ft Jonrnal f. d. M. Bd. L. H«ft 3. 32 
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Derselbe Werth Ififst sich auch also ausdrOcken: 

(III Ä,) a],^ 2 l^, -S /„Z.1 . . . 2 C, 2 l,..n^i, 

ni=l ni-l=l" n"=l ,.'=1 

WO bei der Summation die obere Grenze eingeschlossen ist. In dieser Form 
treten nämlich, wie leicht zu sehen^ zu den so eben angegebenen Combinationen 
nur noch solche hinzu, in welchen zwei gleiche Zeiger einander folgen; in 
allen diesen Fällen ist aber 77 2 = 0. 

Die Richtigkeit des angegebenen Werths von a^ läfst sich wie folgt 
beweisen. 

Werden in dem Ausdrucke (III n.) diejenigen Theile, in welchen 
n^ ^= fi ist, von den Qbrigen abgesondert, wo n^ höchstens = fi—i ist, 
so geben die letzleren zusammen cej;.i, und man erhält: 

«i-«i-i = C^U^ /^2.,.77^,.,.(l ^), 

oder 

J «/«-l pT -^ *n' •/!" • • • «„1-1 • ^-',1-1 • ^«1-1 • 

Ferner ist 

1-1 1-1 , /f^K g . /. fütl^ 
a^ = a^«i -fi^Js in0*n** • • • *„i-2 \* p — J^ 

folglich: 

(«0. i'X^^^-^O 

(yu-l) (^-2) 
= ^ In' L" • • • '„1- 1 • ^n^-l • ''„1-1 '^^fi ^ '«' 'n'' • • • '„1-2 • ^„1-2 • [''> ^„l-«]- 

Eben so ist 

„l _„l / ^1-1 _ V-«-* V»/ / / , /T , P , 

«^+1 — »^ •^+1 • **/! p -^ •n* *n" • • • *„l-l •^"'n^-* * «^-* ' 

oder 

P^^i( "')^j''^ -<^) = -^C/„ /^,.,.77^,.,.Pa-i. 

Werden hier wieder rechter Hand die in /^ mulüplicirten Glieder, fOr weMie 
n^'^ = /i ist, von den flbrigen abgesondert, so erhält man: 

= — ^ In' In'* • • • ' l-I • JT„1-I • ^-1-1 — ißi^ 'n' 'n'' • • • ' 1-2 • ^_l-2 '[P,u — ^^JU»]' 
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Die Obereinstimmnog der mit {a. und 6.) beseicbneten Werthe beweiset, 
dafs die Gleicbnng (III.) der Bedingung (II.) genügt. Indem man sich nun 
leicht flberseugti, dafs der nach dieser Regel gebildete Ausdruck von /"^ richtig 
ist fOr fi=z2^ 3, ..., und indem man mit Hülfe der Gleichung (I*.) allge- 
mein von ff, auf /^^i übergeht, erhält man schliefslich : 

(IV.) /; = l-S'C.Ar + ^C/„../7,..*H-- 

indem für X^fi, nach (III.) 9 «^, = ist. 

In dem von Lagrange untersuchten Falle gleicher Gewichte {p) in 
gleichen Abstünden (O9 wird nach obiger Formel; 

/;=i-^+^'0-y)''*'-^'(<-?)0-^)''*'+". 

wahrend die Mec. anal. 

angiebt, wo /i|, /i,, /i, . . . die Binomialzahlen fi^ k <x '^ ^' ^' ^* bedeuten. 
Es mufs demnach 

^i-Ä(»-^)-(*-^)=f 

sein; welche Summation bemerkenswerth zu sein scheint. 
Man findet leicht 

:s(i_iL)=^ ^(i_iL) 

= i(n"-i(n"+l)) = l4(«"-l) = iU0*(^t + l))-^} = i^, 

1 I 

und könnte auf diese Weise zu rechnen fortfahren; ich ziehe indessen den 
folgenden Gang vor, welcher kürzer ist und zugleich den Nachweis einer 
zweiten, der vorigen Ähnlichen Summationsformel enthalt, nämlich der Formel : 

Zar Abkflrzung werde die erste Somme durch 2!{, die zweite durch 
21 bezeichnet, so dafs 

^i — Y "»<' -27 _ -^j^ziy- 

32* 
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sein soll. Die Richtigkeit dieser Werthe ist klar fOr l^=/i, da 

^=(i-W-l)--0-^)=^ und i;;=;*:s;=^ 

ist Ffir X=l ist statt der Factoren unter dem Sammenseichen nur Oberall 
1 zu setzen, daher ist 

-2? = /i und if=l-|-2 + 3+ ••• 4.^ = Cu+l),; 
ebenfalls dem obigen Werthe entsprechend. Allgemein aber ergeben sich 
durch Trennung der Glieder, in welchen n^ = /i-f-l ist, von den flbrigen, 
folgende recurrente Ausdrflcke, nämlich: 

;.r"-^=<i-^)(i-^) ... (i-^)=^.-.,-54riS..,. 
ir'-ij=.£(i— ^) ... (i-^)(^+i)=(/«+i).2S-,-iS-,>, 

daher auch 

ir '> - i? = (/i +1 ) i-sj^^'» - -2?}. 

Diesen Bedingungen genOgen die oben angegebenen Werthe von ^ 
und 2^. Denn es ist: 

daher 

^C/'+O ^_ ff*+2);i^i-(M+i)a-t-i _ (/^+i)i _ A^+« W 



(X-iy —ß^iy — ^+i^x (A-iy 

fij X fij 1 i iij 

— (A-i/>+i-i (A_2y>+i-A — iti+i-i'(Ä-iy' 

woraus das Behauptete zu ersehen ist. 

Es werde noch fi=zX'\-d gesetzt und zur Vereinfachung :s^'^^^ und 
M^^^^ gemeinschaftlich durch (il^cT) bezeichnet; so wird nach vorstehenden 
Recursionsforroeln (A,J-f 1) durch {X,d) und (A— l^cT-fl) ausgedrQckL Wird 
nun {X,d) för ;i= 1,2, 3, ... /, und ffir jedes beliebige J^ als bekannt voraus- 
gesetzt, und zugleich bemerkt, dafs {X,0) ffir jedes X bekannt ist, wie oben 
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gexeigt, so findet man nach und nach durch Anwendung der vorstehenden 

Formeln : 

(/+1, 1) aus (/+1,0) und (/, 1), 

(/+1,2; aus (/+1,1) und (1,2), o. s. f., 
und allgemein 

(/-f-l,(T) aus (/+l,cT— 1) und (/,(T); 

folglich wird (/-f-l?^) f^r alle (T gefunden, wenn (i, d) bekannt war. Aus 
dem für jedes cT bekannten Werthe von (i^^) ergeben sich also nach und 
nach (2, (T), (3, J), u. s. t, und ihre auf diese Weise erhaltenen Werthe sind 
die den obigen Formeln entsprechenden; W. z. b. w. 

Aus dem in (IV.) gefundenen Werthe von f^ folgt die zur Bestimmung 
von k nöthige Gleichung, indem für fi die Anzahl sfimmtlicher Gewichte ge- 
setzt wird, nfimlich 

cv.) /; = 0, 

welche in Hinsicht auf k vom yten Grade ist. Dafs sie v reelle, positive, 
ungleiche Wurzeln hat, folgt aus den Gleichungen (I.) auf bekannte Weise. 
Zuvörderst ist nfimlich aus (I*.) zu sehen, dafs f^^i und f^^^ für ffi=0 
entgegengesetzte Zeichen haben, da alle q positive, von Null verschiedene 
Gröfsen sind ; auch würden, wenn mit f^ zugleich f^^^ und /^^i verschwanden, 
in Folge der Gleichungen (I.) auch /"^.s^ /^-^, u. s. f. bis /2 und /i verschwinden 
und (wegen der zweiten Gleichung in I.) 9^1 = geben; was nicht angeht. 
Nimmt man nun an, dafs die Gleichung /'^ = 0, fjt reelle, positive, ungleiche 

Wurzeln hat, nämlich r^, r^, r^ (nach der Gröfse steigend geordnet), 

und dafs /^_i fflr diese Werthe von k abwechselnde Zeichen erhfilt, nfimlich -f 
far A = ri, — för k=^r^^ u. s. f., so bekommt für dieselben Werthe von k, 
auch f^^i abwechselnde Zeichen, nfimlich — für Ar = ri, -f fOr k=^r^, u. s. f. 
und da fflr Ar = 0, /'^4i= 1 ist, so wechselt ^^i sein Zeichen zwischen Ar = 0, 
und A = Tj, k =z r^^ und k = ra, u. s. f., endlich zwischen k=:r^ und 
k = oo; denn fflr k=^r^ ist dieses Zeichen (—1)^ und fOr k=^oo ist es 
(— 1)^"^^ Also hat die Gleichung f^^^=^0 unter den obigen Voraussetzungen 
/i-f-1 reelle, positive, ungleiche Wurzeln. Werden diese (nach der Gröfse 
steigend) durch (>i, (>2, ... p^^i bezeichnet, so liegt (>i zwischen und Ti, 
p2 zwischen r^ und r^, ... q^^^ zwischen r^ und <»; also erhfilt /^ fflr q^ 
das Zeichen -f? ^^^ 9i d. Z. — , u. s. f., abwechselnd; d. h. wenn die obigen 
Annahmen fflr /),.| und f^ gelten, so gelten sie auch für /^ und f^^x- Fflr 
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f\ und fi sind sie aber richtig, denn aus (I.)"erhfilt man folgende Tafel der 
Vorzeichen : 

Ar=0 pi Tt e^ ^ 

7 + (+) (-) -' 

f. + (0) - (0) + 

wo die zu q^ und (I2 gehörigen Zeichen eingeklammert sind, um anzudeuten, 
dafs ihre Nothwendigkeil aus den übrigen, durch die Gleichung (L) gege- 
benen Zeichen gefolgert wird. Hiernach hat /^ = zwei reelle., positive, 
ungleiche Wurzeln, welche, in ^ gesetzt, dieser Gröfse der Reihe nach die 
Zeichen -f und — geben. Auch läfst sich diese Tafel leicht weiter fort- 
setzen; was aber nicht nöthig ist. 

Durch Vertauschung von k mit k* gehe f^, in /"^ Ober. Multiplicirt 
man nun die ersten .a-f 1 der Gleichungen (I.) der Reihe nach mit \^f[^ft^ ...^ 
und addirt die Producte, so ergiebt sich: 

Verwechselt man hier k mit k', also auch f mit f, so folgt: 

daher: 

(VI.) (k'-k) 2 p,^,nn = y..+. (/;+./•; -/;/•;+.) 

oder 

indem bei der Summation hier überall wie gewöhnlich, die obere Grenze 
ausgeschlossen ist. 

Aus (VI.) folgt Nachstehendes. 

Sind Ar und k zwei verschiedene Wurzeln von /^^i =0, so ist 
/;+i = und /;;^i = 0, also 

(VII.) s pi^.nn = 0. 

Sind die Gröfsen k und k^ einander gleich, so erhält man fflr vor* 
stehende Summe zunächst %. Der wahre Werth findet sich auf bekannte 
Weise, nämlich: 
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Wird hier für k eine Wurzel von f^^i = gesetzt, so ist 
(IX.) 2 p,^,fj, = _/;.^.y^^,. 

Nan seien Ar^, A^, A3, . . . Ar^ die Wurzeln k der Gleichung fr='0^ 
nach der Gröfse steigend geordnet, k^ irgend eine derselben: so ist fflr die 
Schwingungen des Gewichts pii 

yL= ^ {Ci.cosl^{(fkx)'\'Di.sinl^{gk{)l 

wo Cx und Dl Constanten sind, deren Gesammtzahl 2v beträgt. Wird ferner 
durch f^ der Werth bezeichnet, welchen /]^ durch Einsetzung von kx statt k 
erhalt, so findet man für die Schwingungen von Z'^+i: 

(X.) ». = -^ fi{C,.cost^(gki)-^D,.sinl^{sff^{)}. 

Zufolge (VII.) ist Sp^^if^f^=0, wenn die Zeiger iL und « von 

einander verschieden sind. Bedeuten nun yj^ und ti^ die Werthe von y^ 

dv 
und -^ fflr /=0, und setzt man noch zur Abkfirzung 

SO folgt aus (X.): 

Hierdurch sind die Constanten C und D dem Anfangszustande gemafs 
bestimmt, und damit ist die Aufgabe fflr einen mit getrennten Gewichten be- 
lasteten Raden gelöset. Der Nenner Nx lafst sich nach (IX.) auch also 
ausdrflcken : 

Wird vorstehender Werth von Cx in das System linearer Gleichung gesetzt, 
welchem dadurch Genflge gethan wird, nämlich in die fflr .a = 0, 1, 2, ... y— 1 
gflltige Gleichung 
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so ergeben sich daraus die Werthe gewisser symmetrischer Functionen der 
Wurzeln ^1,^2, . . k^ der Gleichung f^=iO^ welche ich noch bemerklieb 
machen will. Es ist nämlich fflr fi = 0^ 1, 2, ... v — i: 

und wenn r eine von /jl verschiedene Zahl aus derselben Reihe isl: 

Auch die Lösung der Aufgabe fflr eine stetig vertheilte Belastung ist 
in vorstehenden Formeln enthalten, wenn man die Anzahl der Gewichte immer 
gröfser, ihre Abstände immer kleiner werden iäfst. Werden alle Abstände 
gleich grofs angenommen und mit / bezeichnet, und erinnert man sich, dafs 
p^ = P^ — P^.i war, so nimmt die im Eingange dieses Aufsatzes angegebene 
Differentialgleichung fflr die Bewegung des Gewichts p^ folgende Gestalt an: 

g dt* — (P^_p^.,)/ 

oder 

g* dt' (P^^P^^,)i 

Setzt man nun l=^Jx, y^ = y = (p{x)^ P^ = P = yj(x)^ so wird 
y^^i = ip{X'\-Jx)^ yfi^i = (p(^ — ^^)^ Pf,^i = tp(x — Jx)^ und man erhält 
fflr ein verschwindendes Jx, wie leicht zu sehen: 

.^..^ i iPy "^VlD .^ \ dP d'y ''V'£) 

fAli.) — •-775- = — jn — Oder — "T~'":i7r = — -^ « 

^ '^ g dt' dP g dx dl' dx ^ 

als Differentialgleichung fflr eine stetig vertheilte Belastung. Das Integral der- 
selben wird aus particularen Integralen von der Form 

y ^f{C.COSt^(/f/c)'\^Ds\nty'(ßk) 

gebildet; k, C, D sind Constanten. /* ist ein von x abhängiger Factor, der 
folgender Bedingung genügen mufs, nämlich: 

(XIIIO kfdP^d{P^==0. 
Es sei 
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so entspricht diese Reihe genau der oben für f^ aurgestellten Reihe 

Es war a^s/j-f-Zj-j [-/^; daher folgt Xi = x. Ferner war 

wo die erste Summation von n' = 1 bis n' = n" und die zweite von n" = l 
bis n" = jLt geht. Ffir eine stetig vertheilte Belastung verwandelt sich dieser 
Ausdruck .in 

• 

p 

wo /Ts = 1 — W- ist und Pj das Gewicht des Fadens vom unteren Ende bis 

zur Höhe /|, oder von ;r = bis x^=ti. eben so P2 das Gewicht von x^=0 
bis x = l2 bedeutet. 

Wird Oberhaupt 

gesetzt, so ist, dem Werthe von a^ in (III.) entsprechend, allgemein: 
(XIV.) A'„ ^/'dl„/''dt„_./''-'dl,_, . ../''di,.n„. 

• • 

Durch Einsetzung der Reihe für /' in die Differentialgleichung (XIII.) 
wflrde man unmittelbar 

X„.,dP=.d(P^) oder X„^f^fx^_,dP 



erbalten haben. Die Übereinstimmung dieses Werths mit dem vorigen Ififst 
sich leicht nachweisen. Nach (XIV.) ist 



dX. = rf^/V/'""'rf/.-x .../•rf/|./T.-i(l--^^ 



daher 



• 

Erwägt man nun, dafs für /^_i =zXj P — P„_j = wird, so folgt daraus : 
KP^)=^^Pj^ätn^i/''^'^dl„^2 .../''dl.n„^,= X^_,dP. W.z.b.w. 
Da /7„ stets ein positiver echter Bruch ist, so ist aus der Formel (XIV.) 

Grelle*« Journal f. d. M. Bd. L. Heft 3. 33 
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sogleich 2u sehen, dafs X^ mit wachseDdem n sich mehr und mehr der Nall 
nähert; und zwar so schnell, dafs die Re\he f^^i — Xik-^Xik'^ ... fflr Jeden 
Werth von k, in Folge der Abnahme ihrer Glieder^ oonvergirt. Denn selbst 
wenn man 1 statt /7„ setzt und alle Glieder positiv nimmt, erhfilt man die 

Reihe l+£* + £;|! + ^+... 

Da ferner die Reihe /)<, dnrch Vermehrung der Anzahl der Gewichte 
und Verminderung ihrer Abstände, der Reihe f so nahe gebracht werden kann 
als man will, und da die Reihe f stets convergirt, so folgt, dafs die Gleichung 
f=0^ nach k aufgelöset, unendlich viele reelle, positive, ungleiche Wurzeln 
hat; und nur solche. Dabei kann x in f jeden Werth haben: von x = 
bis zur ganzen Lfinge des Fadens x = Lf andere Werthe von x hingegen 
kommen nicht in Betracht. 

Durch Einsetzung von k' fflr k gehe f in f ober; dann hat man: 

*/aP+rf(P^) = und k'rdP-\-d(P^) = 0, 
und daher 

(.f-ioff-dp = rd(p^)-fd{p^) 

oder 

und, da P fflr J? = ü verschwindet: 

(XV.) (Ä'- k)j"'frdp = (ri-.r^)P. 



Hieraus folgt fflr k'z=zk: 



In diesen Formeln, welche den unter (VI. und VIII.) fflr getrennte 
Gewichte aufgestellten entsprechen, ist k, so wie k*, ganz willkflrlich, und 
namentlich von der obern Grenze x des Integrals links unabhängig. Sind 
aber k und k zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung f=On so ist mit/* 
auch f = und nach (XV.): 

(XVII.) yy^dP = 0. 
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Ist hingegen hf =:k und f= , so wird nach (XVI.) : 

(XVIII.) fyrdP^^.^^'P. 



Der Deutlichkeit wegen kann in der Folge f, als Function von x und k, 
auch durch f[x, k) bezeichnet werden. 

Es seien Ati, Ats, /?3^ . . . A; ^ . . . die nach der Gröfse steigend ge- 
ordneten Wurzeln der Gleichung f{Ly k) = 0, welche sämmtlich reelle positiv 
und von einander verschieden sind; dann folgt schliefslich : 

(XIX.) y = '2f,{x,k{){C,.costiigk{)^D,.^\nti{gk{)}, 

und wenn y = y' und ^ = «'" för / = Ist, nach (XVII.): 
(XX.) ]SxCx=f'^fr{^,k{)dP, ]M,D,^i,gk,)=/\ri^,kOdP, wo 

• 

Ni =y"'{f{x, ki)y dP=^'^.P für x = L und Ä == Ä^ . 



Nach den vorstehenden Formeln zerfällt die Bewegung des Fadens 
in eine unendliche Anzahl einfacher Schwingungen, deren jede als für sich 
allein bestehend angesehen werden kann. Betrachtet man die zu ki gehörige, 
oder kflrzer, die ilte Schwingung fOr sich allein, so wird die ihr entsprechende 
Gestalt des Fadens durch die Gleichung 

y = nx,k,){C,.costy(gk,) + Dx.s\nt^(sfk{)} 
gegeben. Sie ist also die einer geraden Linie fflr alle l, welche der Glei- 

chung tang(/}/(jrArji))= — ^ genügen, indem bei der einfachen Schwingung 

alle Puncte des Fadens gleichzeitig durch die Lage des Gleichgewichts gehen. 

Ferner giebt es gewisse Puncte, fflr welche das vorstehende p immer 
gleich Null ist, und zwar beträgt die Anzahl solcher SchwinyungsknoUn fQr 
die }>^ Schwingung A— 1; d. h. die transcendente Gleichung f{x,kx)=^0 bat 
X — i reelle, ungleiche Wurzeln x zwischen und L, ungerechnet die Wur- 
zel x= L. 

Um Dies zu beweisen, sei 

Ä=4. und fix,k)=r(^,^)=r. 

In der Reihe /■= 1— JTiÄ-f Xj*^— ••• ist Xi^=x, und man setze 



X 



33^ 
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dann sind die Gröfsen ^2^ Yz-^ • • • Yn zwar mit x veränderlich, ihre Zablen- 
werthe aber stets positive echte Brüche. Hieraus folgt^ dafs in der Gleichung 

/•=0 oder l-:£4-4-?',(^y-f(^y-f... = 

ein sehr kleiner Werlh von x einen sehr kleinen Werth von z bedingt, oder 
dafs die sämrotlichen Wurzeln z dieser Gleichung mit x zugleich verschwinden. 
Nach dem Vorigen hat die Gleichung /*= Tür jedes x zwischen und Li 
unendlich viele reelle, positive, ungleiche Wurzeln z; für a:±=£/ insbesondere 
hat sie die Wurzeln 






TT ''m TT — ^2s 



wo /<! > ^2 > Äj ... und mit steigendem X, 1-^:= hi gegen Null convergirt. 

Betrachtet man daher x und z als senkrechte Coordinaten, so hat die durch f=0 
gegebene Curve unendlich viele Zweige, welche alle vom Anfangspuncte der 
Coordinaten A (Fig. 2.) ausgeben, und ein im Abstände r = AB =^ L 
errichtetes Loth in den Puncten Hi, £^2, ^f,, ... schneiden; wo BHi==A^^ 
jB 172 = ^2, ... ist. Es sei a die Neigung der Tangente eines solchen Zweiges 

gegen die Axe der x, so ist -^-^ -J-'i^^gct^^O^ und zugleich f'=0. Oben 
(XVIII.) war 

'f'dP = ^Sp. 



/' 



dk dx 



und da för k jetzt — gesetzt werden mafs: 

2 



ffiP=-.'.'±.^^.p., 



WO zugleich der Werth von z aus dem Grenzwerthe x durch die Gleichung 
/*=0 bestimmt wird. Daher folgt: 

woraus hervorgeht, dafs tga stets positiv ist, d.h. dafs für alle Zweige der 
Curve die Ordinate z mit wachsender Abscisse x bestfindig znnimmt. Auch 
können zwei dieser Zweige nie einander schneiden, indem sonst die Gleichung 
f=0 für irgend ein x zwei gleiche Wurzeln z haben mflfste; was niemals 
der Fall ist Eine der Abscisse parallele Gerade DE mufs daher alle die 
Zweige AHi^ AH^^ . . . der Gurve schneiden; und zwar jeden einmal, deren 
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Endpuncte H^^ H^^ ... in (Fig. 2.) Aber E liegen, während sie die flbrigen 
Zweige nirgends trifft. Hieraus folgt Nachstehendes. Liegt k zwischen Ar;i.iund Ar2^ 
so giebt es iL — 1 Werthe von x, zwischen und L, welche der Gleichung 
f(x,k) = genügen. Ist k = ki^ so tritt noch die Wurzel x=^L hinzu. 
Also hat der Faden, vermöge der allein angenommenen il^° Schwingung, 
Schwingungsknoteti. 

Zwischen je zwei benachbarten Knoten liegt immer ein, und nur ein 
gröfster oder kleinster Werth von /' oder f{x, ki). Dies ist aus der Gleichung 

am leichtesten ersichtlich, wenn man sie wie folgt schreibt: 

Diese Form zeigt, wie f, von 1 (fOr x = 0) abnehmend, durch Null bis zu 

einem gewissen kleinsten (negativen) Werthe fortgeht, wo ^ = wird , wie 

von da f, wiederum wechselnd, nochmals durch Null zu einem gröfsten (posi- 
tiven) Werthe steigt, u. s. f. abwechselnd. 

Es seien Ar^, k^ zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung /*(iL^ Ar) = 0, 
und der Kflrze wegen sei 

n^.h) = fx, nx,k^) = /;. 

Wird nun die Gleichung 

mit f^ multiplicirt und integrirt, so erhält man 

Das erste Integral ist Null; das zweite fahrt durch theilweise Integration auf 
die Form 



wo der vom Integralzeichen freie Theil an den Grenzen verschwindet, da 
für ar = 0, -P==0 und für x = L, f^ = ist; mithin folgt: 

(XXI.) f'JL.^,Pd, ^ 0. 
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Ist hingegen k^=skx^ so ist das obige erste Integral =iV;^ und man erbalt: 
(XXII.) /\^y Pdx = k,N,. 



Mit HOire der vorstehenden Formeln Ififst sich ein Beweis för die Con- 
vergenz der Reihe (XIX.) geben ; wobei es genflgt , diese Reihe anf ihren 
Werth für / = zn beschränken. 

Es sei y eine gegebene Function von a^, welche jedoch überall (nfim- 
lieh zwischen j7 = und x = L') nur endliche bestimmte Werlhe hat und 
fAr x = L verschwindet. Die Curve, deren Ordinate y ist. kann aus mehreren 
Bogen beliebig gebildet sein, welche verschiedenen analytischen Gesetzen 

folgen; ich setze jedoch voraus, dafs -^ Oberhaupt bestimmte Werthe habe, 

und namentlich, nirgends unendlich grofs werde. Nun sei, wie oben, 

^i^pfifidP, NiC,=^f\f,dP und 

*0 

(XXIII.) y = C\/; + a/i-f ... +CiA+w. 
Wird diese Gleichung mit /^ mallipllcirt und integrirt, so erhält man 

(XXIV.) f'vf^äP = 0, 



welche Gleichung fflr ^= 1, 2, 3, . . . ^ gültig ist. 
Nach (XXIII.) ist 

dy /-i rf/i I xf* dfx , du 

daher, wenn diese Gleichung quadrirt, mit Pdst: multiplicirt und von bis L 
integrirt wird: 

/'(g)-p^ =/\^)-|.^+a/'g(c,#+ ... +c,f )P^ 

Das zweite Integral rechts ist .aber =0. Denn es ist, wenn f irgend 
eine der GröCsen fi^fi^...fi vorstellt: 

• • 

wo für den eingeklammerten Ausdruck der Unterschied seiner Grenzwerthe 
SU setzen ist. Es ist aber fflr j7 = 0, P = und fOr x=:L, i4=0; 
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ferner ist 

folglich: ' 

J'^'I^Mpdio = kf\fdP = 0, nach (XXIV.). 

§ § 

In dem dritten Integrale rechterband verschwinden nach (XXI.) alle 
Glieder, welche in C^^C^» mnttiplicirt sind, wenn (jl* von fi verschieden ist; 
es bleiben also nur die quadratischen Glieder Obrig, und nach der Gleichung 
(XXII.) erhält dieses Integral den Werth 

Folglich ist 

• § 

Da diese Gleichung Qberall nur positive Glieder enthält, und da der Werth 
links eine endliche Gröfse ist (sie beifse zur Abkürzung A^: so folgt, dafs 
auch eine beliebige Anzahl von Gliedern rechts, zusammen einer endlichen 
Gröfse gleichkommen. Also ist, wenn man in vorstehender Gleichung it-f /^ 
statt l schreibt: 

YiO a<iÄ ist. Dies gilt, wie grofs auch die Zeiger l und l'\'fi genommen 
werden mögen. Nun ist ki<Zki^\ •••<l*i+//; folglich: 

ond mithin: 

folglich ist ffir ein grofses l, dem ein sehr grofses kx entsprechen wird, der 
Werth von M unendlich klein. Bezeichnet man zur Abkürzung eine unend- 
lich kleine Gröfse allgemein mit tv, so ist für ein grofses l: 

M = w. 

Nun sei C,/;4- C^/i + .... + C;i/i = S^ and Sj,^^ — Sx^, = J, also 
^ = ^iA + Ci+i/i+i + • — r f^x+fifx-^fi 9 
M findet sich, ti^ J^fif^dP^Q xoA J^f^f^dP^Ni ist: 



y Vdp = AI, 
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und mithin fOr ein grofses l: 



/ 



^/fdP = w. 



dP 
Die Gröfse j-^ ist £ wischen und L flberali positiv, oder auf einer 

unbelasteten Strecke des Fadens, Null. Es sei ^ zwischen a und ß stets 
positiv, so ist 



r 



Hieraus folgt, dafs zwischen a und ß stets J=^w ist. Denn gesetzt, J bfitte 
für irgend einen zwischen diesen Grenzen befindlichen Werth y von x einen 
endlichen (nicht unendlich kleinen) Werth, so mfifste J , da es eine stetige 
Function von x ist, auch in der Nähe von y ebenfalls noch endliche Werthe 

haben ; alsdann aber wäre das Integral / /PdP eine endliche Gröfse ; was dem 

Vorstehenden widerstreitet. Also ist auf jedem belasteten Theile des Fadens 
J = w. 

Ein unbelasteter Theil des Fadens ist stets eine gerade Linie, welche 
die Endpuncte der benachbarten belasteten Theile mit einander, oder einen 
solchen mit dem festen Endpuncte verbindet. Daher ist auch hier J^=^w. 
Folglich ist für ein grofses l überall Si^^.^^ Si^^\J=^Si^^'\'W; d.h. die 
Summe Si nähert sich, mit wachsendem l., mehr und mehr einem endlichen 
bestimmten Werthe; oder die Reihe Ci/i4"^2/2H convergirt. 

Hiermit ist noch nicht erwiesen, dafs ihre Summe keine andere ist 
als die gegebene, den Anfangszustand des Fadens betreffende Function y. 
Um diese LOcke auszufallen, kann man sich des Überganges von einer end- 
lichen, aber stets wachsend angenommenen Anzahl {v) getrennter Gewichte 
zu einer stetig vertheilten Belastung bedienen; wob^i ich mich auf folgende 
Andeutung beschränke. Nämlich, indem v immer gröfser wird, nähert sich 

der Werth von . /" mehr und mehr dem einer stetigen Vertheilung ent-> 
sprechenden Werthe von ^rf; wie es oben bei Herleitung der Formel (XII.) 

gezeigt wurde; es haben daher, bei gehörig festgesetzter Übereinstimmung 
der Anfangszustände, entsprechende Puncte in beiden Fällen einerlei (d. h. eine 
unendlicl} wenig verschiedene) Bewegung. Folglich kann durch die endliche 
Reihe X auch die Bewegung eines stetig belasteten Fadens so genau ausge- 
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drflckt werden, als man will, wenn nur die Anzahl getrennter Gewichte grofa 
and ihre Abstfinde klein genug angenommen werden. Da ferner auch die 
endliche Reihe (X.) und die congruente unendliche Reihe (XIX.) bei wachsen- 
dem V einander beliebig nahe gebracht werden können, so folgt, dafs die 
Reihe (XIX.) den richtigen Werth darstellt. 

Fflr bestimmte Werthe von P wird die entwickelte Darstellung der 
Function f(it:, k) wegen der wiederholten Integrationen sehr bald unausfflbrbar. 
Ein Beispiel, in welchem die Rechnung sich vollständig durchfahren Iflfst, ist 
folgendes. Es sei P = x'' (n positiv) von x = bis xz=zlP. Von ar = L® 
bis x=L sei der Faden leer, also P:=(L^y. In diesem Falle erhftit man 
die, auch anderweit bekannte Reihe 

welche von a? = bis x = L^ gilt; für die Strecke von L^ bis L wird 

wo der Werth von f{L^,k) rechts aus der vorhergehenden Gleichung xu 
entnehmen ist. Also ist zwischen U' und L: 

T'(M+l)(«+2)(»+3)^'*'~*''^ir 

Eio zweites Beispiel gewährt ein aas zwei gleichartigen Stocken be- 
stehender Faden, wo P = x ist, von bis U, and P=U-\-a{x — L\ 
von V bis L. Hier wird zuerst von bis L, da in der obigen Formel 
nar m = 1 za setzen ist : 

-, .. . . , x*h* x*h* , x*k* 
f(x,k) = l_a:Ä + -g| __4-__,__ ; 

fflr den zweiten Tbeil aber ergiebt sich eine ganz andere Form. Es sei fflr 
diesen Tbeil, also zwischen L" und L, 

f{x,k) = l-irAr+G,.L'^.Ä^-G',.L'^.Ä»+...; 

so ist allgemein: 



g-, ,„«+1 f-dx fx^dx, f * dx f^ x^d 
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Zur AbkflrsQDg sei 

^ , a(x-L') _ . 
*1 Jo — 5 

und 
so wird 

, i_ 

a 
Hiernach findet man, da &„ allgemein von der Form Q'\-Q'\ogndt§ ist, 
wenn Q und !9' ganze Polynome in ^ sind, insbesondere: 

Dorpat, den 31. Juli 1854. 



263 



17. 

Nouvelle regle pour reconnaitre en plusieurs cas 

Fabsence de racines reelles d^une ^quation 

alg^brique dans un Intervalle donn6. 

(Par Juste Bellaviiisj professeur de geom^trie descriptive ä Tuniversite de Padoue.) 



li^our trouver toates les racines et foutes les valears critiqaes d'une 
eqaation algebriqae, le procede Budan-Ruffini-- Homer ne laisse rien a 
desirer; mais la delermination des valeurs critiques n'a aacane importance; 
donc si Ton voit disparoitre quelqae paire de variations de signe, il est utile 
de sayoir si dans cette Intervalle il se trouve le mdme nombre de valears 
critiques^ parcequ'aiors on epargne la recherche des racines qui n^existent pas. 
La regle complete est düe a M. Sturm; mais son application exige beau- 
coap de travail. Des regles donc, qui en de nombreux cas montrent avec 
certitnde Tabsence de racines dans an intervalle donne, seront atiles, si rnöme 
parfois elles laissent en doute cette absence. Cetfe a dire un criterium de 
Tabsence des racines svffisanty quoique non necessaire est utile. 

La regle proposee dans mon memoire : yySul piü fädle modo dt trovare 
le radici reali delle equazioni algebriche, e sopra un nuovo metodo per 
la determinazione delle radici imaginarie ,^'' me paralt plus commode, et 
presque toujours plus applicable que celles de Budan, Fourier, Lohatto etc. 

Poar trouver si une equation quelconque, par exemple 

Ax^^Bx'-^- \-Fx'\-G = 0, 

puisse avoir des racines entre or = et x=:ia {^a etant une qaantit^ positive), 
on calculera les nombres 0, f"«, £4, D^^ C2, B^^ A^^^ Z 

A B C D E F G 



a \Z A,, B, a A E, Fs 
de maniere qae relativement au cbiffre a, les relations mdmes du procede 
de Budan, aient Heu, c'est a dire que aFs'\'G=0, aE^-^-F^^F^^ 
aD.-^-E^E^, .... aB, + C=C,, aA + B=-Bi, aZ\A = A,,. Mab 
on devra avoir attention que si Pune des differences, par exemple D^^-D 
a le signe oppose a celoi du terme F^^ et est plus grande (faite abstraction 

34» 
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des signes) que />3, on doit mettre au Heu de D^ — D la qaantitö ~4n~^ 
et calcaler C2 moyennant la relation aC2 = — 7^, au lieu de aC2^=D^ — D. 

Si deax nombres saccessifs entre £4, D^^ . . . . A^^ Z ont des signes oppos^s 
a celai de jPs, il faat arröter Toperation, pai*ceqae, on r^qaation a des racines 
dans rintervalle entre et cf^ on la regle est insnf&sante pour indiqner leur 
absence. Si ce cas n'a pas lieu, et si Z a le ni6me signe qne F^^ on en 
conclura avec toute certitude qne reqaalion n'a pas de racines dans Tinter- 
valle .... a. 

II est bon d^observer que dans les divislons, qui servent a döterminer 
les nombres JF^^ £4, .... A^^ Z, on peut se servir de valeurs approxi'- 
maüves, pourvu que les fonotions jointes aux valeurs exactes n^aient jamais 
le möme signe que le dernier terme F^. 

Exetnple d'une equation pour laquelle on reconnatt qu^elle n*a pas de 
racines entre ar = et j? = 3. 

l.a^-90j^+400a?^ — 2400a?Hlt700j7-18000 = 
3|0,6+3 —81 +166 —1900 +6000 

On a calcule ici les nombres +6000, —1900, en divisant par = 3 les 
nombres —18000, 6000 — 11700. Au Heu de la valeur exacte du quotient 
de —1900 + 2400 divise par 3, on a mis le nombre +166, moiadre que la 
valeur exacte (parceque le dernier terme + 6000 est positif). Au Heu de la 
difförence 166 — 400, qui aurait ete de signe opposö ä + 6000 et est plus grande 

(400)* 
que 166 (abstraction faite du signe), on a dd prendre —5-7^= — 241, 

qui, divise par 3, donne un nombre fractionnaire, au Heu duquel il est plus 
commode de mettre le nombre — 81 , qui est moindre que le nombre exact 
Pprmis les nombres 0,6 + 3 — 81 + 166 — 1900 + 6000 il ne se trouve pas deox 
nombres consecutifs de signe oppose au signe commnn aux deux extrömea; 
donc il est impossible que Tequation ait des racines entre et 3. 

Autre exernple. 

l.a?^-7a^H25^-6600^H^3t20a? — 6561 = 
3|+0+l -4 +13 —6560 +2187 

Tons les deux nombres —6560 +13 sont un peu tnoindres que les valeurs 
exactes ^^^^ et ""^^^^3+^^ (parceque +2187 est posUfO^ Le pre- 
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mier terme etant Zs=-|-0, on poarrait donter que reqnation ait la racine 
07 = 3, mais il est facile de lever ce doote. Donc r^oation n'a paa de 
racines entre el 3. 

Exemple tirö d'an memoire de M. Lobatto. 

l.a?" — 12a? + 40a?^ — 30a? + 6,5 = 

^14-6 + 4-10 +35 -13 

Le terme — 13 etant negatif, on a ^crit +35, qni est un peu plus grand que 

30* 

o • Le premier terme +6 a le signe oppose k celui du demier —13, 

donc ii reste indecis, si T^quation a quelque racine entre et j[-. Si on 
applique la regle a requation transformee par ^=— j?+^, savoir a 

1 /+ 10y^+ 28^5 y^ - l,5y +0,0625 = 
l|_25 — 24 — 14 + 9 —0,0625 

on trouve qu'il n'existe aacune valenr röelle entre et 1; donc T^aation 
proposee n*a pas de racines entre a? = +^, eX x=^ — \. 

Yoici trois antres ^quations pour lesqnelles notre rdgle indique Tabsence 
de racines entre or = et or = 1 : 

l,a?" — I5a?^ + 37a?^ — 36ar+15 = 0, 
l|_l_0-15 +22 -15 

13a?^ — 5x^-16ar^ + 15a?-8 = 0, 
^1 + 1 + 14 +9-7+80 
\.x' — ^x^^Zx'-\\.x^—2x'-\2x'^\2x-Z = 0. 
l|+0 + l —3 +1 +2 +0 —12 +3 
Padone, F^yrier 1855. 



Eine Eigenschaii u^.^ 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Lehmu$ zu Berlin.) 



Juxk drei gegebenen Pancten A, B, C (Taf. IV. Fig. 3.) einen vierten 
D, in derselben Ebene , anter der Bedingung zu finden, dafs die Summe iS^ 
der drei Entfernungen DA, DB, DC ein Minimum sei. 

Man nehme AB = c zur Axe der Abscissen, A zu ihrem Anfangs- 
punct an. AQ=:e und QC=h seien die rechtwinicligen Coordinaten von C, 
und AP= X, PD= y die von D. Ferner seien (p und y/ die Winkel 
zwischen DA und DP und DB und DP, und /i der Winkel zwischen CD 
und CQ. Dann gehen vermöge der Gleichungen 

AD^ = x^ + y%- 

BD" = (c — xf-^-f und 

CD" = (x — cf-l^iA — yf 

die beiden Bedingungen dS^^O und äSy = fflr iS = Min. in 

sin y — sin ^ + sin/i = und cos y -j- cos v^ — cos u = 

Ober und aus ihnen folgt 

cosCy+V') = -i. 
also 

Der verlangte Punct D liegt also so, dafs die drei Winkel ADB, 
BDC und CDA einander gleich sind. Ist einer der drei Winkel des Drei- 
ecks J HC, etwa der in C, ==|7i, so fällt D in C; ist derselbe >in, so 
fallt D aufserhalb des Dreiecks und es ist DA^DB — DC ein Minimum. 

Construction des Functes Z>. 

Bezeichnen a, b, c Aie Lfinge der drei Seiten des Dreiecks; a, ß, 
die ihnen gegenflber liegenden Winkel, und u, v, w die Langen DA, DB, E 
to folgt aus 



i8. Lehmus, eine Eigenechaft des Dreieck«. 267 

yerbunden mit 

!bc sin a oder] 
ac sin ß oder| 
ab sin y 

i 4'-f ^ — 2Äccos(^7i-j-a) oder] 
[w-f r4-ir]' oder S' = i^a'-\-c' — 2ac cos (in-^-ß) oder!. 

Daraus erhellet, dafs wenn Ober den Seiten des Dreiecks ABC, anfser- 
halb desselben, die gleichsMigen Dreiecke ABCi^ BCAi und ACBi ge- 
zeichnet werden: 

Erstlich. Jede der drei Längen AAi^ BBi^ CCi gleich jS ist; und 
Zweitens. Alle drei sich in dem gesuchten Punct D schneiden. 

Die gleiche Construction giebt D, wenn auch einer der drei Winkel, 
etwa y, gröfser als ^n ist, so wie auch wenn C in AB fällt; sie giebt 
dann DA-^-DB — DC für das Minimum. 

Berlin, im November 1854. 
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19. 

Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung« 

(Von Herrn Dr. phil. Dedekind zu Götlingen.) 



In einem der froheren Hefte des „Pbilosophical Magazine'' für 1854 
bat G. Boole eine von C. Cayley gegebene Auflösung einer Wabrscbein- 
liohkeits-Anfgabe angegriffen. WiewobI nicbt zu zweifeln^ dafs der in diesem 
Angriff enthaltene Irrtbum aucb von Andern scbon erkannt sei, so kommen 
docb die folgenden Bemerkungen Denen, welcbe sieb fflr diese scböne Tbeorie 
interessiren, vielleicbt nicbt unerwQnscbt. 

Die Aufgabe lautet: Gegeben ist die Wabrscbeinlicbkeit a, dafs 
eine Ursacbe A (welcbe ein gewisses Ereignifs hervorbringen kann) 
zur Wirkung kommt, und die Wabrscbeinlicbkeit p, dafs, wenn A 
wirkt, das Ereignifs eintritt; eben so die Wabrscbeinlicbkeit ß, dafs eine 
Ursacbe B zur Wirkung gelangt, und dfe Wahrscheinlichkeit q, dafs, 
wenn B wirkt, das Ereignifs eintritt: gesucht wird die Wahrscheinlich- 
keit u des Ereignisses, unter der Annahme, dafs dasselbe von keiner 
andern Ursacbe als von A und B hervorgebracht werden kann. 

Cayley löset die Aufgabe auf folgende Weise: Es sei X die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs, wenn A wirkt, das Ereignifs auch durch A hervorgebracht 
wird; fi die Wabrscbeinlicbkeit, dafs, wenn B wirkt, das Ereignifs auch 
durch B hervorgebracht wird; dann ist 

Hieraus werden l, fi bestimmt; und die gesuchte Wabrscbeinlicbkeit ist 

u = Xa-\^fiß — lfiaß. 

Nachdem nun Boole diese Auflösung bei mehren Specialisirungen als 
richtig bewährt fand, sucht er nachzuweisen, dafs .sie in dem Falle /; = 1, 
^ = zu einem falschen Resultat fahre. Er sagt: Es ist einleuchtend, dafs 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses in diesem Fall = a sein mufs. Denn 
wenn diit Ursache A das Ereignifs stets hervorbringt, die Ursacbe B nie^ 
inals, und das Eintreten des Ereignisses keiner andern Ursacbe zugeschrieben 
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werden kann, so mufs die Wahrscheinlichkeit des „Ereignisses gleich der des 
Eintretens der Ursache A sein/' Da sich gegen diesen Satz natOrlich Nichts 
einwenden läfst, und nun die Auflösung, wie sie Cayley darstellt, in diesem 
Falle entweder fi = l, oder t/ == a(l — /?) giebt, so schliefst Boole, dafs 
die ganze Auflösung fehlerhaft sein mflsse, und giebt die Endformel seiner 
eigenen Auflösung, mit.Hinzufflgung besonderer Beschränkungen, aus denen 
sich allerdings fflr diesen Fall das gewanschte Resultat u = a ableiten läfst. 

Man sieht indessen durchaus nicht, wo Cajfley einen Fehler gemacht 
hätte; und in der That ist seine Auflösung auch (bis auf gewisse Beschrän- 
kungen, durch welche sie erst eindeutig gemacht werden mufs) streng richtig, 
selbst in dem eben angefahrten Fall; denn man findet leicht, dafs a(l — ß) 
mit a Obereinstimmt, indem a Nichts Anderes als Null sein kann. Wäre nämlich 
die Möglichkeit des Eintretens der Ursache A offen gelassen , d. h. wäre d 
nicht Null, so könnte auch unmöglich die Wahrscheinlichkeit q des Ereignisses 
(unter der Annahme des Eintretens der Ursache B') gänzlich verschwinden, 
mag p noch so klein, nur nicht Null sein (in diesem Falle war aber p=^i 
angenommen). Die gestellte Aufgabe ist daher widersinnig, wenn ^^O^ 
a und p dagegen beide von Null verschieden angenommen werden. Dies 
ergiebt sich auch durch einen Blick auf die Gleichungen von Cayley. Wenn 
man nämlich beachtet, dafs (jl, (i — fi)^ X, a, der Natur ihrer Bedeutung 
nach, nicht negativ sein können, so folgt aus der einen Gleichung y = 0, 
sowohl ^=0, als auch Aa = 0, und die andere Gleichung geht in p = l 
Ober. Ist nun p von Null verschieden (es ist nicht nöthig dafs p gerade 
= 1 sei), so mufs auch a = sein; und die gesuchte Wahrscheinlichkeit u 
mufs stets =0 sein, mag q oder p, oder mögen beide =0 sein; wie man 
es nicht anders erwarten darf. 

Wenn nun aber dieser Vorwurf auch die obige Auflösung nicht trifft, 
so ist sie doch wenigstens noch unvollständig zu nennen, da die Bedingungen 
nicht angegeben sind, unter welchen die Aufgabe wirMIch einen reellen Sinn 
hat, und da ferner zu entscheiden fibrig bleibt, welchen der beiden Werthe 
von u, die den obigen Gleichungen genOgen, man zu wählen habe. Dies soll 
hier geschehen. 

Man verfährt mit der meisten Symmetrie, wenn man ^ aus den Gleichun- 
gen fOr q und u, und eben so^ 1 aus den Gleichungen fflr p und u eliminirt. 
Dies giebt 

(1.) u-ßq=:{i-ß)la; u-ap = {\-a)tiß, 
CreUo^t Journal f. 4. M. Bd. L. Heft 3. 35 
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und wenn man diese Wertbe von Xa, /ji^ß in die Gleiohuag fAr u sabstitoirt, 
so erhAlt man eiae quadratische Gleichong, durch deren Anftösnog sich 

(2.) u = i(l-a/?+a/i + /?y~p) 
ergiebt, worin q die noch zwüdeutif/e Quadratwurzel aus 

^^ ~ \-^{\-a)ßii-^ap.ßi, 

ist. Damit aber die Aufgabe lösbar sei, ist nöthig: zuerst, dafs q reell, und 
weiter, dafs u (als eine Wahrscheinlichkeit) ein positiver echter Bruch sei. 
Aber auch Dies ist noch nicht genügend; und darin liegt eigentlich das Haupt- 
Interesse der ganzen Aufgabe. Sie würde immer noch ohne Sinn bleiben, 
wenn die Hölfs - Wahrscheinlichkeilen l, fi nicht ebenfalls zwischen den 
Grenzen und 1 enthalten wfiren, und es ist klar, dafs mit diesen letzten 
Bedingungen auch zugleich die ersten erfflUt werden mflssen. Es kommt daher 
nur darauf an, die Bedingungen aufzustellen, welche ausdrOcken, dafs l^ fi 
nicht aufserhalb der genannten Grenzen liegen. Dies ist leicht, da man die 
Werthe von l, fi aus den Gleichungen (1.) erhält, wenn man in ihnen fflr u 
den in (2.) gefundenen Ausdruck substiluirt. Bei dieser Untersuchung kommt 
man auf die folgenden Gleichungen: 

ifif = (i-2a + aß-\-ap-ßqy+ia(i^aXl-ßKi-p) 
= (l_2/3+«/9-«/i4-/9y)H4/3(l-^)(l-a)(l-y) 
= {i^aßi-ap-ßif)^-4a{i-ßnp-ßq) 
= {\-aß-ap^ßqf-\ß{\-a){q-ap). 

Aus den beiden ersten Formen fQr (fff geht hervor, dafs es keiner 
besondern Bedingung fflr die Realitfit von (f bedarf. Setzt man aber die Formen 
in Verbindung mit den Forderungen für il^ ^^ so ergiebt sich, dafs in dem 
Ausdrucke (2.) für u stets die positive Quadratwurzel fflr q genommen werden 
mufs. Vergleicht man endlich die beiden letzten Formen fflr Qff mit den For- 
derungen fflr l und fi, so erhält man, als die einzigen nothwendig erfwr^ 
derliehen, aber auch vollslfindig yenü^fenden Bedingungen, dafs die beiden 
Differenzen 

(3.) p — ßq und q-^ap 

nicht negativ sein dQrfen. 

Wenn man also, nm ein Beispiel zu der Aufgabe zu geben, ffir a, ß, 
p, q vier beliebige Zahlen innerhalb der Grenzen und 1 angenommen bat^ 



i9. Dedekindj zur WahrsehcinUehkeiisreehnung. 271 

80 mofs man erst untersacben, ob sie den beiden Bedingungen in (3.) GenOge 
bisten. Beiläolig bemerkt, kann man bei einer solchen willkOrliohen Wabl 
eben so oft ein widersinniges Beispiel wie ein passendes treffen; denn der 

Wertfa des vierfachen Inlegrals ////da dß dp dq ist =1, wenn map die 

Integrationen Ober alle Wertbe der Yerfinderlichen swischen nnd 1 aas- 
dehnt; dagegen =1-9 wenn man diejenigen Werthe ausschliefst, welche den 
Bedingungen (3.) nicht Genflge leisten. Man kann sich hiervon auch leicht 
durch jfeomefriscAe Betrachtungen äberseugen. 

In dem von Boole untersuchten Falle q^=0 reduciren sich die Be- 
dingungen (3.) auf ap^=:0\ dann wird (f=:i — aß, und folglich u — O; 
gans in Übereinstimmung mit den obigen Resultaten. Auch der Fall a = 
ist von Interesse. Dann ist q =:^i—ßq, und folglich u =^ ßq offenbar das 
richtige Resultat. Hierbei ist natflrlich u von q unabhängig, und dennoch bleibt 
die Bedingung p-^ßq^Oin voller Kraft, und obgleich sur Bestimmung von u 
ouf den Werth von p gar kein Gewicht fällt, so wfire es dodi widersinnig, 
die Wahrscheinlichkeit p des Ereignisses unter der Annahme, dafs die Ur- 
sache A cur Wirkung gelangt, kleiner als die Wahrscheinlichkeit ßq anzu- 
nehmen, wenn auch diese Annahme durch die Bestimmung a s= facüsch 
verboten ist. Und mit dieser Bemerkung, die, wie ich glaube, dasu geeignet 
ist, auf die Eigenthflmlichkeit dieser Art von Aufgaben ein frappantes Licht 
zu werfen, will ich meine Betrachtungen abbrechen. 

Göttingen, 22. Juli 1854. 
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20. 

Ein Satz aus der Theorie der dreiaxigen 
Coordinatensysteme. 

(Von Herrn Dr. phil. Dedehind zu Götlingen.) 



Wenn die Winkel YOZ, ZOK, XOY eines dreiaxigen Coordi- 
natensystems durch a, b, c bezeichnet werden, so wird der convexe Winkel w 
zwischen zwei beliebigen Richtungen OM und OM' durch folgende Gleichung 
bestimmt: 

ri 1 i««'8inii^4"/^/^'^"***^ + y/8inr+(/^/+y/^0(cos4cosc— cosii)i ^ 

l+{y«'+«/)(<50SCcosa— cosi)^(a/?'-f/5a'Xcosacos4— cosc)J ' 

in welcher a, ß, y die Cosinus der concaven Winkel MOX, MOY, MOZ, 
eben so «', ß', / die Cosinus der concaven Winkel M'OX, M'OY, iH'OZ 
sind, und D folgende Bedeutung hat: 

(2.) D = 1 — cosa^ — cosft^ — cosc^-f-2cosacos6cosc. 

Dieser bekannte Satz schliefst den andern ein, dafs drei solche Richtungs- 
Cosinus, wie a, ß, Y, stets der Bedingung 

iaas\n(^'\'ßßs\nb'^'\^yYS\nc^-\-2ßY{oosbcosc — cosd)\ 

f-{'2/a(cosccosa — cosÄ)4-2a/3(cosacosd— cosc) f 

GenQge leisten mOssen. 

Ist das Coordinatensystem rechtwinklig, so gehen die Gleichungen (1.) 
und (3.) in die beiden folgenden Ober: 

aa'-f /?/3'-f y/ = cos II?, 

aa-yßß^YY = 1- 
Um daher auszudrücken, dafs dann die drei Linien OM, OM*, OM'* ein 
zweites rechtwinkliges Coordinatensystem bilden, sind folgende sechs Glei- 
chungen nöthig: 

(4.) a!a' + ß'ß' + // = 1 ; «"« + ß"ß + fr = ; 

( aV'-f/?"/3"+/y' = 1 ; ««' + /?/^ + y/ = 0. 
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Sie sind auch hinreichend zu diesem Zweck, wenn angenommen wird, dafs 
das erste System rechtwinklig sei. 

Der in der Überschrift angekündigte Satz besteht nun darin, dafs diese 
letztere Beschränkung weggelassen werden darf, indem die Gleichungen (4.) 
unzweifelhaft ausdrücken, dafs beide Systeme durchaus rechtwinklig sein 
müssen. Der Beweis dieses merkwürdigen Theorems bildet den Gegenstand 
des gegenwärtigen Aufsatzes. 

Zunächst mögen hier ohne weitern Beweis die bekannten Folgerungen 
aus den Gleichungen (4.) Platz finden; nämlich: 

f ««+ aV+ aV = 1 ; ßyJ^ßyj^ffy = 0; 
(5.) l3ß ^ ß'ß^ + ßy^ = 1 ; y a + y V + /V' = 0; 

und 

lßy-ßy = €a; rW'-fa' = eß; a'/y'-a"/?' = «y,- 
(6.) ßy - ßf = 6 «'; fa —ya" = sß'; a"ß -aß" = e/; 

wo bekanntlich £6=1 ist. 

Die ternäre quadratische Form 

F ^ xx-\'yy-\-zZ'\'2yzcof^a'\'2zxeosb'{-2xycosc, 

(welche bekanntlich das Quadrat der Entfernung eines beliebigen Functes {xyz) 
von dem Nullpuncte O des Goordinatensystems OXYZ ausdrückt) hat zur 
Determinante den oben (2.) mit D bezeichneten Ausdruck (das Quadrat des 
Volumens des von den drei Axen OX=^OY=:^OZ^=^\ als Kanten gebil- 
deten Parallelepipedums), und zur adjungirten Form: 

Fji ^ xx%ma^'\'yys\xkb^'\-zzs\nt?-\-2yz{coshcosc — cosa) 
'\-2zx (cos c cos a — cos b)-\'2xy (cos a cos b — cos c). 

Es ist dann bekanntlich die Determinante von jF\ das Quadrat der von t\ 
also ^=^DD, und die adjungirle Form F^ von F^ ist =:DF. 

Wenn man folgende Bezeichnung einführt: 

Jxx^ sin €^ 4" yy s'** ^ "f ^*' ^'° ^ 4" (y^' + ^X') (^^s ä cos c — cos a) \ 
\ {zx' t)- xz') (cos c cos fl — cos b) -f (^y' + T^') (^^^ « cos ä — cos c) ( 
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so ist aus der Theorie der ternären Formen weiter bekannt, dafs 

^ j^fy»' — <ey', zx' — xz', xy'—yx^ 



' — zy, zx' — xz', xy' — yx'/' 
also im gegenwärtigen Falle 

(7.) = D.F\^^_^^^ ^^._^^,^ ^__^^.J 
ist. 

Nacb diesen Vorbemerkungen ist es nun leicht, den obigen Salz sa 
beweisen. OXYZ sei das eine Coordinatensystem mit den Winkeln a, h, c; 
OMM'M'' das andere mit den Winkeln m, m\ m". OM bilde mit den drei 
Axen OX, OY, OZ Winkel, deren Cosinus a, ßj y n. s. w. sind. Dann 
finden folgende sechs Gleichungen Statt: 

( ''•O.ßwh'*''"^- 

welche allgemein die Bexiehnng zwischen irgend zwei dreiaxigen Coordinaten- 
Systemen ausdrücken. Wenn nun aber anfserdem die Gleichungen (4.), und 
folglich auch die (5. und 6.) gelten, so erhfilt man durch Addition der drei 
ersten Gleichungen in (8.): 

(9.) sino^ + siny-l- sinc^ = 3D. 

Ferner ergiebt sich aus dem in (7.) enthaltenen Theorem: 

- ^-'^^y'-^y, y«'-/«, aß^-dß) - '^''^\Ba", eß", ^'J 
oder 

DD-DDcosm"^ 

= !>(.«"«" 4-/S"/?"-f/y'-f 2/?"/' co8«+2y"o"oo8ft+2a"/3"co8C), 
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also 

Dsinm^ = 1 4- 2/9y cosa-f 2y a co84-|-2 «/? cosu; 
l>glni»'*= l-i-2iiyoosa-f-2/a'co84-f2a'/yco8c; 
I>BiDm"^= l + 2/yy'co8a+2/V'co8*+2a''/9''co8C; 

ond hieraa8 durch Addition: 

I>(8infii +8inwi'^ + siiif»"') = 3. 

Vergleicht man diese Relation mit der in (9.) enthaltenen, so ergiebt sich 

(sinii^ |-sin*' + 8inO(8inm' + 8inm'^-f sinrO = 3.3, 
und hieraus 

sina^s=: siu6^ = sinc* = sinm^ = sinm'^== 8inm"' = l; 

d« h. alle sechs Coordinatenwinkel mOssen rechte "Winkel sein. 

Bei diesem Beweise wurde natOrlich vorausgesetzt, dafs D von Null 
verschieden sei, d. h. dafs OX, OY, OZ nicht in einer Ebene enthalten sind. 

Göttingen, 15. Juli 1854. 
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Druckfehler im 2teii Heft 49ten Bandes. 



Page Ligne Au Ueu de Usez 

130 2 «2,2 — «3^)(fl,U,— fl,fl,) «i.,nW,W,+ai,|Wt«'tH «i.-l«n-lW„fl„ 

131 25 u^u^+u^u^ w,w, =WtWt 

134 1 a s6ro & l'anitä absolue 

134 9 (xb—ya) (jr6— ya), Jr*+/' «anl 6gal ft Tunile absoloe 

135 22 = 11,11, = Wjfi, 
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21. 

Sept difT^rents meiuoires d'analyse. 

(Par Hr. A. Cayley ä Londres.) 



Mo. 1. 

Reponse a luie question proposee par M. Steiner. 
CAufgabe 4. t. 31. p. 90.) 

Hin parlant des deux theoremes: 
I. Qu'il existe au moins nne surface du second ordre qui touche neuf plans 

donnes quelconques; 
IL Que le lieu d'inlersection de trois plans rectangles qui tonchent une 
surface du second ordre est une sphere concentrique avec la surface, 
tandis que pour le paraboloide cette sphere se reduit a un plan, 
M. Steiner suppose le cas d'un parallelepipede reclangle, ou mdme d'un 
cube P et d'un point quelconque D, par lequel passent trois plans rectangles. 
Les six plans du parallelepipede P et les trois plans passant par le point D 
seront touches d'une surface Jf^ du second ordre (I.)? et les huit angles E 
du parallelepipede P et le point D doivent donc se trouver tous les neuf 
sur la surface d'une sphere« oQ dans un plan (IL)* Les huils angles E sont 
en eifet silues sur la surface d'une sphere, determinee par eux; mais le point D 
etant arbilraire, ce point en general ne sera pas situe sur cette surface spherique, 
de maniere que les neuf points SE ei D ne seront situes, ni dans une surface 
spherique, ni dans un plan; ce qui ne s'accorde pas avec le theoreme IL 
Cela etant, M. Steiner dil, qu'il y a a prouver que la contradiction n'est qu'ap- 
parente et que toui cela n'aifaiblit pas la validitö generale des deux theoremes. 

Il s'agit de savoir ce que devient dans le cas suppose par M. Steiner 
la surface du second ordre qui touche les six plans du parallelepipede P et 
les trois plans qui passent par le point D. Cette surface sera en eifet ta 
eonique selon laquelte Finfini, considere comme plan, est conpe' par un 
e&ne d^temune, pres la position du sommet. En effet, menons par un point 
quelconque de Tespace trois plans paralleles aux plans du parallelepipede P, 
et par le point D trois autres plans paralleles a ces plans. Ces six plans 

Creüe*s Joarnal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 36 
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seront touches (en verta d*an theoreme coooa) par un cöne determine da second 
ordre, et on peut dire qoe ce cöne, qoeüe qne soit la position de son sommet, 
rencootre rinfioi considerö comroe plao, dans ooe seale et möme coniqoe (cela 
n'est ed effet aatre chose qae de dire qae deux droites paralleles rencootrent 
riufini, considör^ comme plan, dans un seul et möme point). Le cöne dont 
il s'agit aura la propriete d'ötre tooche par ane infinite de systemes de trois 
plans rectangles. En effet: le plan passant par le sommet, et perpendicolaire 
a la droite d'intersection de deux plans tangents qaelconques, sera an plan 
tangent le cöne; les plans d'un tel Systeme seront aassi des plans tangents 
la coniqae mentionnee ci-^dessos : donc le sommet du cöne sera le point d'in- 
tersection de trois plans rectangles de la coniqae; et ce sommet etant on point 
entierement ind^termine, le lieu de rintersection des trois plans tangents 
rectangles de la coniqae, sera de möme absolament indeterminö, on si Ton 
vent, ce liea sera Tespace entier aax points pres, a ane distance infinie. La 
contradiction apparente dont M. St^ner parle, a par consöqaent son origine 
dans Tindötermination qni a liea daos le cas dont il s*agit. Dans tont aatre 
cas, le point d'intersection des trois plans rectangles de la sarface do second 
ordre est parfaitement determine, et les th^oremes I. et II. sont toas deax 
legitimes. 



Mo.«. 

Sur iin theoreme de M. Schldß. 

On lit dans ($. 13) d'an memoire Ires interessant de M. Sektd/K 
intitule „Über die Resaltante eines Systems mehrerer algebraischer Gleichnngen** 
(Möm. de TAcad. de Vienne t. IV) un tres beau theoreme sur les ResuUants. 

Pour faire voir plus clairemedt en quoi consiste ce thöoreme, je prends 
un cas particulier. Soit 

1% fais p^=^^, y = ^y> ^ = >^> et je forme lea Operateurs 



c = iö,-fi,,e^+te„ 
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qai, op^nt sur U, donnent 

Vopintem 

opörant sar V, donne 

Cela etant, soit 4^ = le resultant des eqoalions C7 = 0, F = 0, 
c^est a dire r^quation que Ton obtient en eliminant x, y entre les ^qnations 
176=0^ F=::0, OQ aatrement dit, soit (p le rösaltant des fonctions U, V. 
Ponr fixer les idees j'ecris la valeur de ce resultant comme soit: 

^ = a, %b, Zc, ä 

\a, 36, 3c, d 

Je snppose qoe les operatears 9, S3, (E operent snr le r^soltant ^, ce qni 
donne les fonctions 

»y. 89, dv, 
00 en ecrivant ponr % 9, S leurs valeors: 

(Id.+ il75,+ i?5e)9, 

et en considörant ces expressions comme des fonctions de S, v, ^^ j'en forme 
le rteultant 4^, savoir 

* = 1 öaVi id^9^ i8c<p 

da(p, \dß(p, dy(p 

Ce resollant contiendra le carre de tp comme facteur; c'est ce qui donne 
dans le caa particulier dont il s^agit, le theoreme de M. ScAlO/lL 

Oeneralement, en sopposant que Ton ait antant de fonctions U, V,W,... 
qne d^indöterminees x, y, z, ... on pent snpposer quo p, y, • • • soient des 
raondmes m\ y"^, z"", ... du mdme degre l (il n'est pas nicessaire d'ayoir 
la sMe entiere de ces monömes), et on pent former dea Operateurs %, S, etc. 

36* 
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en mdme uombre quo celui des mondroes p, q, .*. oii les indeterminees |> fj, •.., 
tels qae ces Operateurs 91, S, ..., opSrant sur les fonctions U, V, W, ... 
(cbacun sar la fonction a Taquelle il apparlient) donnent /(/'l-f 7? *-*)^^ 
''(Z'^+y^ •••/'; etc., t, t' ötant des moiiöines de la forine x^y^s^, ... 

Cela etaot, soit q> le resoltant des fonctions Ü,V, W, ... En ope- 
rant sur ce resultant q> avec les Operateurs 9, 9, ••• et en formant ainsi 
les fonctions %(p, Sdq>, . • . soit 4» le resoltant de ces expressions considerees 
comme des fonctions de §, rj, etc. ^ contiendra ane poissance de ip comme 
facteur, et en supposant quo fi ne soit plus petit qu^aucnn aotre des indices 

/u, u!, , , ., n=^^fß!, ... et o = — h~T4"*"' Hndice de celte puissance »era 
au moins a • Voilä le theoreme general de M. Schläfli. 

La d^monstration donnee dans le memoire cit^, est, on ne pent plos 
simple et elegante. Elle repose d^abord snr un theoreme connu (d^montre 
au reste $.6) qui peut dtfe enonce ainsL Savoir, en supposant qie les 
eqoations C7 = 0, F==0, •«. soient satisfaites, on aura (pres nn faoteor 
indöpendant Ae i, ri, . ..y. 

%ip^t{p^'\'qfl...Y, ^(p = t'{p^'\'qri...Y\ etc. 

Puis, eile est fondee sur le theoreme demontre ($. 13), savoir: le resultant 
des fonctions 



(oü /*j f, ... sont des polynömes de degres /^, f^', .. ^ en S, t], etc., et 
p, q, ..., t, dy ... des constantes quelconques) sera, en supposant qne fi 
ne soit plns petit qu'aucun autre des indices fi, fJ, ... et en posant n=^fifi' ...^ 
tout au plus du degre — par rapport aux quantites t^ (, etc. Voici cette 
demonstration , qui suppose aussi que le resultant ip soit indecomposable. 
Supposons que les coefficients de V, V, W, . . . soient assujelis ä la senle 
condition d'ötre tels que le resultant q) soit un infiniment petit du premier 
ordre, il sera permis de supposer que tous ces coefficients des indeterminees 
jr^ y^ ... ne different des valeurs qui satisfont aux equalions f/==0, F=0, 
FF=0, que par des increments infiniment petits du premier ordre; le resul- 
tant q> sera un infiniment petit du premier ordre, mais tonte autre fonction 
des coefficients, ä moins qu^elle ne contienne une puissance de q> comme 
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bcteur, aora tue valeur finie, et toute fonction des eoefficients infiniment 
petite de Tordre k contiendra (p^ comme facleur. Dans cette sopposition 
las dquations 9[^=:0, 9^ = 0, etc. deviendront: 



OQ f,f, • • • sodt des polynömes de degr^s fi^ fi', ... dont les eoefficients 
sont des infiniment petits da premier ordre. En sopposant toojoars qne fi 
ne seit plus petit qu'ancun aatre des indices fi, fi\ ... et en posant 71=^ fifJ • ..) 

<T = — |- -7 . . . , le resaltant ^ du Systeme sera tont an plas da degre — 

par rapport aux qoantites finies t, f, ... Le degre par rapport a tous les 
eoefficients est o; le degr^ par rapport aux eoefficients de f, f, ... sera 

donc au moins a ; c'est a dire, ce resullant sera an infiniment petit de 

Tordre a , 00 enfin, * contiendra y**"""'^ comme facteur. Or les coef- 

ficients de V, V, W, . . . (assujetis a la seule condition ci-dessus mentionnee) 
etant d'ailleurs arbitraires, on voit sans peine quMl est permis de faire ab- 
straction de la condition, et que ^ contiendra en genörai cette m£me puis- 
sance (p""^''^ comme facteur; ce qu'il y avalt a d^montrer. 

Rien n*emp£che que 4> ne contienne une plus haute pulssance qne if!^^'^ 
comme facteur, ou que ^ ne s^övanouisse identiquement. On peut möme 
assigner de plus pres que Ta fait M. Schlaf li, des cas oü ^ s^evanouit iden- 
tiquement. Soient m, m\ m'\ ... les degres de ü, V, W, ... par rapport 

4 ^, y> «> •., p — mm'm"..., *= ;J + ^ + ^- • ••» V sera du degre ^ 

par rapport aux eoefficients de U. Soient aussi /t^, iii^^^ ... les degres de 
Celles des fonctions %q>, ^q), . . ., pour lesquelles les Operateurs 9, S3, ... 

eootiennent des diff^rentielles par rapport aux eoefficients de 17^ p = ü^-^...: 
pour ces fonctions les eoefficients seront du degre — — 1 par rapport aux 
eoefficients de V; pour les autres ils seront du degre — . 4> sera donc du 
degri \^—^)9-\"^i^~^)='^^~9> po*' rapport aux eoefficients de V, 
6t * — y*'"''-^ sera du degre -^o — q ^ (0 — ^), c'est a dire du degr* 
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— •— — p par rapport aux coefficieols de V. De rodme, en sapposant qoe 
les letlres m', q\ ... aient rapport ä V etc., 0-f-y*"^*'" eera du degre 

-^» p' etc. par rapport aux coefficients de V etc. Si Tun qoelconqoe des 

oombres — • q, —, q' etc. est nigaüf, et a plus forte raison, si 

lear somme s- o est negative, 4> doit s'eYaQooir identiquement. En par- 

ticolifr, en snpposant qoe le oombre des fonctions ft^.S^... (e'est a dire 
le nombre des indetermines §, ri, . . .) soit v, on aura a:>v — > et par cette 

r* 

raison 4» s*evanouira identiqaement si — {a—v) est nögatif, c'est a dire si 



y>>o. Je ne parlerai pas ici des cas exaroines par H. 
tient comme factear ane plas haute pnissaoce qae tp'"*'''. 



\, oü^ con- 



JVo. 8. 

Remarques svr la notation des fonctions algebriques. 

Je me sers de la nolation 

«* ß* y, '. 
«', ß'> /, .. 
«", /3", f, .. 

ponr reprisenter ce qae j*appelle one nui/riee; savoir an sjftteme de qnan- 
titös rang^ en forme de earre, mais d'aillenrs tout a fiiit indipmäamit (je ne 
parle pas id des malricM rectangutmre»). Cette nolation me parait trif 
commode poor la tbeorie des eqaations liniaüres; j*ecris par ex: 



(f,n, ?:...) = 



» ß, Y •• 

', ßf. / .. 



{x,jr,z...) 
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poor reprtsentar le Systeme des eqaations 

§ = ax •\-ßy -fy» ... 

V = «'* •f/3'y+r'« ... 
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On obtient par li requation: 



(a?, >-,«...) = ( 



«, 


A 


y, • • • 


«', 


/^> 


y', ... 


• • 


• • • 


y", ... 



-*)(^,i7,?...), 



qm n 

S» n> ^» ' 



le Systeme d'eqoations qui donoe x, y, %, 
, et on se tronve ainsi conduit ä la Dotation 

«, ß» 7> 

(f. r'> 



. en termes de 



o". 



-1 



de la matrice inverse. Les termes de cette matrice sont des fractions, ayant 
poar dSnownnaleur commun le determinant forme avec lea termes de la 
matrice originale ; les nunufrateurs sont les determinants minears formes avec 
les ' termes de cette möme matrice en sopprimant Tune quelconqne des lignes 
et Tune qnelconqae des colonnes. 



Seit encore 



a, 


*, 


c ... 


ä. 


*', 


e ... 


• • 


• • • 


c • • • 



(a?,y, «...), 



OB peot terire: 






«* 


ß. 


y ••• 


a. 


*, 


e ... 


«', 


^> 


y' ... 


«', 


*', 


«J* ... 


• • 


• • • 


/' ... 




• • • 


c" ... 



){x,y,z...) 
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et Ton parvient ainsi a Tidee d'ane matriee eamposee^ par e\. 



«> 


ß> 


r ••• 


«> 


*, 


e ... 


«', 


ß', 


/ ... 


«', 


*', 


</ ... 




ß", 

« . • 


/ ... 


• • 


*", 


c" ... 



On yoit d^abord qua la valeur de cetle matriee compos^e eat 



oü («, /?> y . . .)T«i «'. a" . . .) = «fl + /?«' + yö" H II faot faire allenlioii dana 

la composition des matrlces, de combiner les tiynes de la matriee a gaache 
avec les cotonnes de la matriee a droite, pour former les %itM de la ma- 
triee eomposee. II y aurait bien des eboses a dire sur cette thöorie des 
matriees, laquelle doit, il me semble, preeöder la theorie des Determinants. 
Une Dotation semblable peut ötre employee dans la thöorie des fonetions 
t/uadratiques. En effet, on peut denoter par 



a» 


ß. 


r ... 


«', 


l^. 


r' ... 


• • 


ß". 


r" ... 



la fooctioo Hmeo-Iineäire 



et delä par 



(«1+ ßv^- r'C-)x 
.f(«'l+/^,7+yt...)y 
-f(«"l+/9"H-/t...)« 



(x,y,s...)* 



u, 


h, 


9 ... 


/', 


b, 


r ... 


9> 

• 


r. 


c ... 

... 



la fonciion quadraiique 

aar' 4- Äy" 4- c«' -f 2/y« 4- 29ZX + 2hxy . •. 
que je represente aassi par 
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Je remarqae qo'eii gönöral je reprösente une fooction rationnelle et 
intögrale, homogene et des degris m, m', etc. per rapport aux indötermines 
s, y, etc., a^, y[, etc. de la maniere saivante: 

Dne fonction rationnelle et integrale, homogene et da degre in par rapport 
anx denx indeterminös x, y sera donc represenlöe par 

(OKx,yr. 

En introduisant dans cette notalion les ct^ffidenUf, J'ecria par ex. 

(a,b,c,dT(x,yy 

poor reprösenter la fonction 

ax^ -f 3bx^y -f Scxy^ -f dy^, 

tandia que jo me sera de la notation 

(a,b,c,d)(^,yy 

poor representer la fonction 

ax^'\'bx'^y'\'Cxy^'\-dy^, 

et de möme ponr les fonctions d'un degr6 quelconqne. J'ai trouve cette 
distinclion Ires comroode. 



Note sur les covariants d'une fonction quadratique, cabiqae, ou 
biquadratique ä deux indeterminees. 

La theorie d'nue fonction a deux indölerminöes d*ttn degre quel- 
conqne, par ex. 

d6pend du Systeme des cotarumls de la fonction, qoi est cense de conlenir 
la fonction eile mdme. 

Pour une fonction quadraüque ie Systeme de covariants est 

ae-b\ 

Cr«lte*i losnial f. d. M. Bd. L. Heft 4. 37 
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Ponr la foaetion etiMy««, le Systeme est 

(ä, *, c, djlx, y)', 
{ac — ^, ad — 6c, bd — «»)(*> y )% 

— a*<f f 6a*<:rf— Aa<^ - 44'rf+ 3*»c'. 

Ces fonctions qui, en supposant qa on les represeote par ü, H,4», O-, salis- 
foDt identiqaement a reqaetion 

*«-f Qu» = —411'. 

Poar la fonction biquadratique, le Systeme est 

(a, *, c, d, t){x, y)\ 

(ac — b\ 2ad - 2*c, ae + 2M — 3c», 2be — 2cd, c« — i^) {x, y)\ 
ace-\-2bcd—ad' — b^0—c', ^ 

'— fl»rf-f3a*c— 24', 

-fl'«—2a*rf+ 9«?' — 6b% j 
|.9«»«^ ibaed—iObi'd, 
-f-tOo'rf— 104»«, )(*,y)*, 

|-i-5«<fo+10*<f— 15»<», 
' -f a«»-f 24*— 9c*«-f 6crf», 
>-f*«'— 3crf«-f-2rf', 

et ces fonctions, .en supposant qa*on les represente par Ü, 1, H, J, 4», satis- 
font identiqaement ä Pequation 

J'ajoate a ce Systeme la foncliou 

1» — 27JP = o»«»— t2<^4«fe»-18«'«»«»+54fl«crf»*-27«»rf* 

-j- 54a4'ce' — 6a4*rf*« — 180a4c*<fo+ 108«4crf»-f S\mc*e 
-biae'd^ - 274V - 644'«f + 1084'c«fc - 544»«»« 
+364«<j»J», 

qui est le dueriminant de la fonction biqoadratiqne. 

Poar donoer nne appKeation de ces formales, soii propose de resoodre 
une eqaation qnadratiqoe, cabiqne oo biqoadratiqoe, on aolrement dit: de 
trouver an facteur Undaire de la fonction quadratiqae, cobiqae oa biqaadratiqiie. 
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II est assez ring^nlier quo poar la fonction qnadratique la solalion est 
en qaelqoe sorte plus compliquee que pour les deox aatres. En effet, il 
n^exista pas de aolation symetrique^ a moins qa'on D*introdifse des qliaiitit^s 
arbitraires et superffaea; Mvoir, on troure poiir faolear Uneaire de {a,b,c){x,yy 
TexpressioD 

(d, b, CK«, /JK^, r ) -f y — u (ß^ — «yX 
oü {a,b,c){a,lfj(x,y) denote «aar-f 4(ay-|~/9x)-f ^/5y. 

Poor la fouction cubique, requation 4^'^4*Dl7^= — 4W fait voir 
que les deux fonctioos 4^-f I7y— Q^ <^— U^-^n aont Tone et Taatre des 
GQbes parfaits. L'expressioo 

sera donc une fonction lineaire de x, yf et puisque cette fonction s'evanooit 
pour Ü=z0^ eile ne sera antre cbose qae Tun des facteurs Unfaires de 
{a,b,c,d){x,yf. 

Pour la fonction biquadratique, en partant de Tiquation 

JU' - 11PH+ AW = - **, 

j^ecris 

et j« mets requation boos la forme 

Donc, en sopposant qae cSi, üFt, m, soient les racines de Piquatioa 

(l,0,-ilf,Af)(«,l)> = 0, 
on pIns simpiement de requation 

ces expressions IH—m^JU, IH—m^JU, IH—m^JÜ seront tontes trois 
des carres de fonctions quadratiqaes. L^expression 

sera done nne fonction quadratique, et on voit sans peine qn^elle sera le carre 
d^nne fonction lineaire, Or cette expression s^evanouit ponr U^=^0\ donc 
ce sera precisöment le carrö de Tun qnelconqae des facteurs Unfaires de 
{a, b, c, d, e){x, y/. L'eqnation identique ponr les covariants d^nne fonction 
biquadratiqne donne lieu anssi (remarqne qne Je dois a M. Hermite) a une 
transformatioD ires elegante de VinUgraU eliiptique /dx'i'^(a,b,c,d,&)(^,iy^. 
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NO. 5. 

Sur la transformation d'ane fonction quadratiqae en eile mtoie 
par des sabstitotions lineaires. 

II s*agit de tronver les transformations Unfaires d*ane fonction qmdr»- 

tiqoe ( )lx, y,z...f en eile mime, c'est a dire de tronver poor (x, y,z...) 
des fonctions lineaires de x^ y, z, .,. telles qne 

En reprösentant la fonction qaadratiqne par 



(oT(a?,y, «...)' 



a. 


Ä, 


g ... 


Ä, 


*, 


f ... 


9* 

• • 


f. 

• • 


e . ., 

• • • • 



(a?,y,«.,.)% 



la solalion qo^a doiinöe H. Hermite de ce probleme peat ötre resamöe dana 
la seale eqaation 



( 






•1 



ö, h—v,g\ii.. 



«1 Ä-fy,^— ^... 
A — i', b, f^-X ... 



'1 






)(^jy>«..05 



o& 1, f(^ r^ . • . soQt des qaantitös qnelconqoes. 

En effet, poar dömontrer que cela est one Solution, on n*a qu^a re- 
produire dans an ordre inverie le proc^de de M. Hermite. En introdnisant 
les quantites aoxiliaires {§, i7> ( • • 0) on peut remplacer röqaation par les denz 
iqntions 



«» 


h, 


9 ... 


A, 


h. 


r ... 


9* 

9 




e ... 

• • • • 



(x,y,«...) = 



«# 


Ä, 


y ... 


h. 


*, 


f... 


9> 

• • 


• 


C , .. 

• • • • 



(a?,y,«...) = 



«> 


A+v, 


^-A* 


» • • 


A-v, 


*, 


r+A . 


. • 


y+A»> /--A, 


c 


> • . 


«, 


A-»', 


y+^ - 


• • • 


Ä+V, 


*> 


r-A 


» • • 


9—f*» 


r+A, 


Ü 


• • 



(S»»?,c...) 



(^* »?*?...) 
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qiii doDDent tont de snite d'abord 

et 

a?-f* = 25, y-|-y=2i7, « + » = 2g, etc. 
Ob obtienl par la: 

(0)(x,y,*..0' = (0K2s'-x,2i7-y,2:-2,...r 

= 4(0X^,17, C...)'-4(0Kf.i?,C...)(x,y,«...) 

6*e8t i dire röqaation 

qaMI s^agissait de verifier. 

Je remarque que la transformation est toojoors propre. En effet, le 
döterminant de transformation est 



Ä# k, g ... 
k, 0, / . • • 

9» f^ ^ • • • 


-1 


a, h—y, g^fi . . . 
*+^j *i /*— i • • • 


9+/^ff-^f c ••. 


-1 


Ä# ^1 y • • • 
h, b, f . . . 
g, f, c ... 



Or loa determinants qai entrent dans ies denx termea moyens, ne conliennent 
Tun on Tanire que Ies puissances patres de l, fi, r, ... Donc ces denx 
dMerminants sont ögaux^ et Ies qnatre termes da prodnit sont reeiproques 
denx a denx; le döterminant de transformation est donc-f 1? et la transformation 
est jnste. 

Ponr obtenir nne transformation impropre, ii fant considerer nne 
fonction qaadratiqne qni contient ontre Ies indetermines x, y, z^ .. . nne in- 
dötenninie 0^ et pnis r^dnire a ziro ies coef&cients de tous Ies termes dans 
leaquels entre cette indeterminee 0. Les valenrs de x, y, x, ... ne con- 
tiendront pas 0, et en reprösentant par & llnditerminee, il fant l'ajonter a 
la snite x, y, z, .•• La valenr de & sera, comme on voit sans peine, 
&=i — 0; le diterminant de transformation ponr la forme anx indeterminiea 
7» Xt 9f ••• sera -f 1^ et ce döterminant sera le prodnit dn diterminant 
de transformation ponr la forme anx indetermin^es x^ y, z, ... multipli^ 
par — 1. Le döterminant de transformation ponr la forme anx inditerminöea 
'f y> ^» *** ^^^ ^^^^ ~^^ ^*^* ^ ^^*r®9 1^ transformation sera impropre. 
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Au lieu de la foroiule de transformation ci-desaaa, on pent se serTir 
des formules 



(l,'/;,^...) = ( 



a^-f^f f—^f ^ • • • 



— i 



a. 


A, 


9 ... 


h. 


*, 


f... 


9< 

• • 


• 4 


c ... 

• • • 



)(^,r*«---) 



x = 2f— ar, y = 2i7— y, 2 = 2? — «:, . 
Par exempie^ en supposant que ia forme a tranaformer seit 



on aura 



(^,i?,C...) = ( 



a. 


V, 


— fl . .. 


—V, 


A 


l ... 


* * 


* 


c ... 









-^fiax.by.ez...) 



xs2f— X, y=»2i/ — y, x = 2t— e, ete. 
de maniöre qa'en posant 



— y, A, A 



~i 



OD aura 

(x,y, ».••) 



2^-^, 2ß, 



^", B^, C 



2C 



2J', 2ß'--j-, 2C' 
2A'\ 2B", 2C"— ^ 



(419, ^, CS...), 



ce qai 08t r^atfon pour ia traosformatioo en eile m^me, propre k ia fonettoa 
as^J^by*-\-et*-\-«ic. On en dödnira, comme dans ie eas giniml, la fomnie 
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poar la tmsforroatioii impropre. On ironVera des observationa sur cetiefor- 
amle dans ie memoire „Recherches ullerievres sor les ddterminants gaaches/^ 
Je reviens a TiquatioD generale 

(<>Kx,y,z...)' = (öK^ir, «...)' 
et je aoppose sealement que x, y, z, . . • soient des fonctions lineaires de 
^9 y$ ^> '-» qui satisfont a celte equation sans ne oontenir rien d'avantage 
par rapport a la forme de ia Solution. Cela ^lant, je forme les foQclions 
Unfaires x — sXf y — sy, z — n, etc. oü # est one quantite qaelcopque, et 
je considere la fonctioo 

(0)7x~ira?, y — *r, z — sz ...)\ 
laqoelle, en la döveioppant, devient 

Et en developpant de la mAme maniere ia fonction quadratique 

Ott obtirat i*öqnation identiqne 

(0)(x — Äx,y — ^y,2 — ÄÄr,...)' = «^.(o)(x—yJ?,y — yy, »——«,...) • 

Soft Q Ie deferniinant forme avec les coefGcients des fonetions Unfaires 
X — so;, y — «y, z — s'i, clc. En supposant que Ie nombre des indöterminees 
Xf y^ z, etc. est n, D sera ^videmment une fonction rationnelle et int^rale 
da degre n par rapport a (s). Soit de möme q' Ie determinant forme avec 

lea coefficients de x x, y y, z «, eta, requation qui vient d'dtre 

troiiv6e, donne a* = «'*a'*, c'est a dire a = ±*"D'- Cela fait voir que 
lea coefficients da premier et do dernier terme do second, et de Tavant- 
dernier terme etc. sont igaax, anx signe pres. De plns, ie coefficient de la 
pIns haute puissance s" est toujoars +1, et on voit sans peine qa'en sup- 
posant d^abord que n soit impmry on a pour la transformation propra: 

U = (1,P,... P, iK-ar, ir 
et pour la transformation impropre 

Q = (1, -P, ... P, _l)(_^,ir: 

iquation qui peut «tf^ changee en celle-ci: D — —(1, P, ... P, IH'i 1)'- P«'^' 
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en supposaDt que n soil pwr^ on a poar la fransforniatioD propre: 

et pour la Iransformation iwpropre: 

a = (1, -P... P, -IK-^, 1)% 

le coefficienl ivoyeti etanl dans ce cas ögal a söro. Ces theoremea pov la 
forme du determinani des fonetions lineaires x — sx, y— «y» s — m^» ••. sont 
dOs a M. Hermife. 

II y a a reniarqiier que ia forme CO )(^^y7 « •••)' «81 teot a fait in- 
rielerininee; c'est a dire, on suppose seulement que x, y, s, ... soient des 
fonetions lineaires de x, v, z, ..., telles qu^il y ait une forme qoadratiqae 
vO)(^ ,}•, s, ...)^ pour laquelle requalion (OKx, y, *...)'= (öK^t >"#«••.)' 
est satisfHile. 

Ja regarde d'un autre poinl de vue ce probleme de la transformatlon 
en eile mdme, d'ane fooction quadratique par des subslituttons lineaires. Je 
snppose que x, y, k, etc. soient des fonetions lineaires donnees de x, y, z, .. . 
ei je clierche une fonction lineaire de x, y, z, etc. qui, par la sabstilaUon 
de X, y^ z, etc. au lieu de x, y, s, etc. se transforme en eile mime; a na 
facteur pres. Soit {l,M.n...){x^ y,z ...) cette fonction lineaire, il faut qae 
(/, m, ii...}(x,y, s...) soit ideniiquement s=:4f.i^l,mjn...){x,y,9...\aüje% 
qui est la roöme chose, que (/tiM|it...)(x— «x, y — «y» %^sz) soit «=sO; 
c*esl a dire, les quantiles /, m^ n, ... seront döterminöes par aulant d'eqoatloM 
Ilnöaires dont (es coefficients sont precisemenl eeux de x—9Xf y — «y, s — ««^ ete.; 
donc 9 sera determiue si Ton rend egal a zero le diterminant forroi avee 
ces coefficients, et i, i/i, n, etc. se trouveront donnes ratlonnellemeot en termes 
de 9. Cela etant, je suppose que les racines de röqoation en 9 aoieot 
Of b, Cf ...^ ei ces differentes racines corresponderont aux fonetions lineairea 
X«., Xf„ X,., ... qui ont la propriete dont il s'agit. Soit (0)(^f >% «««O^ vn^ 
fonction quadratique qui se transforme en eile m£me par la Substitution de 
^1 y« >9 ^l<^« 0U 'i^u de Xf y^ Zf etc. Cetle fonction peut dire exprim^e en 
fonction quadratique de x«,, X69 x<.f etc.; quantites qui, en subsUtuant x^ y, s^ ete. 
au lieu de a% y, z^ . . . deviennent ax^,^ ix^, cx^^ ••• 

Je prends les cas d'une fonction hinaire^ ternaire etc., ei d'abord ie 
cas d'une fonction binaire. 

En ecrivani (0)(2'y)'=:(J. 0, C)(z„,X()^ on doil obtenir idc-ntimie- 
ment (J, B, CJlnx^, bx^f = {A, li, €){%„, Xo)\ c'eal a dire A (o* — DaiO, 
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B(a*_l) = 0, C(4^— 1) = 0. Or la solation A=B = C = ne signi- 
fiant rien, on ne peat satisfaire a ces eqoations sans supposer des reiationa 
eatre les quantit^s a, b; et pour obtenir une Solution dans laquelle la fonction 
qaadratiqae ne se reduit a un carre, il Taut supposer, ou a&— 1==0, ou 
Ä* — 1=0 et Ä^ — 1=0. Le premier cas est celui de la transformation 
propre. II donne 

fl* = l, (o)7a-.y)^=/x,x,. 

Le second cas est celui de la transformation impropre. II donne 

En passant au cas d'une fonction temaire, soit 

mx, y, zf = (J, B, C, F, G, ÄXx, , x„ x,)^ 
On doii ayoir idcntiquement 

(A,B,C,F,G,H)(aK,,bx„cx,r = (A,B,C,F,G,H)lxa.Xt,x,)\ 

c'esl ä dire 4(0^— 1)==0, B(Ä^-1) = 0, C(c*-1) = 0, F(bc — t) = 0, 
&(ra— 1) = 0, JEf(a6— 1) = 0, et on voit que pour obtenir nne solotion dana 
laquelle la fonction quadratique ne se reduit pas a un carre, ou ä nne fonction 
de deux indetermines, il faut supposer par ex. ir'— 1 =0, 6r— 1 s=0. On 
a donc dans le cas d^une fonction temaire: 

«^ = 1, 4c = 1, (OKar, y, zf = Ixl -[- wix^x,. 
La transformation sera propre, ou impropre, selon que a = 4-l ou a= — 1. 
Dans le cas d'une fonction quaternaire, on obtient pour la trans-* 
formation propre: 

ab = cd= 1, (OK^f r> ^f ^T = /XaX6 -f mx^Xj, 
et pour la transformation imfpropre: 

fl = -[.l, 4 = — 1, ci;=l, (0)(^>y>«,ti;)' = /xi4-iiixJ+iiXeXrf. 
Dans le cas d'une fonction quinaire on obtient 
4^ = 1, bc=^de=^\^ {())(x,y,z,w,tf=^lxl-^mXhXc'\'nxaXe 
et la transformation est propre ou impropre, selon que «=4-1 ou a=— 1; 
et ainsi de suite. 

Cette möthode a des difficuiles dans le cas ou requation en (.y) a des 
racines egales. Je n'entre pas ici dans ce sujet. 

CreUe*! Journal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 38 
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Dans les formales qu^on vient de Iroover, od peut considerer les coef- 
ficients l, tn etc. comme des qnantites arbilraires. Mais eo sapposant qoe 
la fonction quadratique seit donnee, ces coefficients deviennent delermine$. 
On les trouvera par la formale suivante que je ne m*arr£te pas a demonirer. 

Soient a, ß, y elc. les coefficients de la fonction lineaire x„. «', /i', y', elc. 
les coefficients de la fonction lineaire X5, et ainsi de snite; alors, dans les 
difierentes formales qai viennent d'dtre donnees, le coefficient d^an terme x^ 
ä droite sera 

et le coefficient d'une terme x^x^ ä gaiiche sera 



(t)(a,Äy...)(a',/P,y'...) 

ou k denote ie discrhninanl de la fonction qiiadratiqae a gauche, et oü les 
coefficients des fonctions qaadraliqaes des denominaleurs sont les coefficients 
inverses de cette nieme fonction qaadratique a gaiiciie *). 

L^application de la methode a la forme biuaire {a, by c) {x, y/ donne 
lieu aax deveioppements suivanis. 

J'ecris x^=ax'\-ßy, y = yj?-}-Jy öt je represenie par {l,m){T,y) 
une fonction lineaire qui par cette substitation est transformee en elte fnSme, 
an factear s pres. Nous anrons donc 

(/, m){ax 4- ßx, yx -f Öy) = # (/, tt^{x, y). 

L'equation pour {s) sera 

^^ — s{d'^a)'\'ad — ßy =- U. 

Cette eqaation peut aussi ötre ecrile comme suit: 

(l,~iy-a,ai^-ßy)(if,if = 0- 

Soient s\ s" les racines de cette 6qaation. (II n^est a peine necessaire 
de remarqaer que «\ 4f'\ el plus bas P, Q, sont ici ce que dans les formales 
generales j'ai represente par a^ i et x^, x^. De mdme les eqaations Q=^'i^', 
p = «'^ if'^=s"^ obtenaes apres, correspondent aux Eqaations 116= 1, ii^=l, 



*) Je profite de celte occasion pour remarqaer concernant ces rechercbes que les 
formulcs donnees dans la note sur les fonctions du second ordre 0* 38. p. 105) pour 
les cas do trois et de quatre indetennines , sont exactes, mais que je m*^tais IronpA 
dans )a forme generale du theorcme. 
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iP= 1.) On anra t^-^-s" = —^ — a, «V ==«(> — /9y, et \es coefficients /, m 
seront determioes rationneliement par s. Mais on peat aassi determiner ces 
coefBcienls par reqoation 

qui peat dtre ecrite aous la forme 

et en eliminant entre cette ^quation et reqaation tx -\- my = les quantites 
I, mf on voit que les fonctions lineaires Ix-^my^ sont ies fßcteurs de la 
fonction quadratique (/?, ^ — «, — y)(y, — x)% oa, ce qni est la ni£me chose, 
de la fonction qnadratique 

Je represente ces faetenrs par P, Q et Je reroarque encore qne 
röqaation en («) anra des racines ögales si 

et que dans ce cas, et excltuivemenl dans ce cas, les fonctions P, Q ne 
forment qn^ane seule et roöme fonction lineaire. 

Je snppose maintenant que la fonction (a,b,c)(x,yf se transforme 
en eile möme par la Substitution €tX'\-ßy, yX'\'dy au lieo de x^ y, oa, ce 
qoi est ici plus commode, je suppose que les deux fonctions sont egales, ä an 
factear pres, et j'ecris 

(a, *, c)lax + ßy, yx \ dyf = (i (a, b, c)(x, y)\ 
En developpant cette equation, on obtient 

+ 2xy(a,*,c)( aß, ad^ßY-if,yd)\ =0. 

+ f{a,b,c){ ß\ 2ßd, cT)) 

Yoila Irois equations lineaires pour determiner par les q[oantit6s a, ß, y, d, 
eonsiderees comme donnees, les coefficients {a, h, e) de la fonction quadratique. 
Les coefficients de ces equations lineaires sont 

«"— e> 2a7, f, 

aß, ad-^ßy — Q, yJ, 
ß\ 2ßd, ^. 

Le Systeme inverse par lequel on trouve les valeurs de a^ ^, c, est 

38» 
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et le determinant, egale ä zero« donne 
equation dont les radnes sont 

Q=<uf-ßr, e=U(«+<J}±4)/((«-<J)H4/s^}'- 

En comparant ces valenrs avec celles de «', «", od voit qoe ies racines de 
requation en (p) sont 

et Dous allons voir que ces valeurs de p donnent en geniral les valenrs 
PQ, P^, (y, pour la fonction quadratique. 

Soit d'abord p=o^— /9y(=#'*"), elposonsponrabrögero^— /9^— (1=9), * 
le Systeme inverse devient: 

(<f-(»)y-/9p.2y, -ßd(p-ßQ{d-a), ß'ip+ßp.2ß, 

'-2r^<p—9(i — a)2r, {a9-\-ßY—g)<p — if{d—a)\ — 2«/?y+(?(J— «)!8/J, 
— fV-\-Y9'^Y> — «yy-|-y<»(<^— «)» {e?—9)V—Y9'^ß* 

et en oiettant 9> = 0, les termes de cbaqae ligne (eo omettant nn facteor). 
deviennent y, \[d — a), ß. On obtient alnsi daos ce cas, ponr la foncUon 
quadratique {a,b,c){x,yf la valenr 

{Y,i-a,-ß)(,x,yf, 
qai est eo effet le prodait PQ des fonctions Unfaires. 

U y a a remarqoer qu^en supposant {9 — af -i^ Aßy =^0^ ce qai est le 
cas ponr leqnel q sera ane racine iriple, il n*y aara paa de changeoseDt a faire 
dana ce reaallat La fonction quadratique est, comme auparavant, leprcdnltPO 
des fonctions iineaires; seulement ces deux fonctions linöaires dans le eia 
actoel sont identiques, de maniöre que la fonction quadratique se röduit a f. 

Soit ensuite 

9 = U(«+<>)±i>^((«-^4-4/Jy)P (=*'» ou O. 
En 6crivanl (> = a^ et en mettant pour übriger oJ— /8p^ — #(J-f a)-i-a'=x* 
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ie Systeme inverse devient 

ß'x^ß'si^+a), 
-2aßx-2ßs(a^s)(d + a), 

Donc, en ecrivaoi / = et an omeltant Ie facteur s{d'\'a)^ ie systöme inverse 
devient 

(^-s)\ -ß(d-s), ß", 
y(J— *), ßy, —/?(«—«), 

r\ —y (« — *), (« — *)% 

et ies quantiles dans cliaque ligne sont dans ie rapport P : tm : nv, de maniere 
qae ia fonction quadratique est dans ce cas V^ ou (^. Ceia suppose que 
d'\-a ne seit egai a zero. En faisantTpour ie roomenf (> = 1, on en tire 
Ia conclusion qa'a moins de supposer ^-|-a=:0, il n*existe pas de fonction 
qnadratiqae binaire proprement dite (fonction non carree) qui par ia snbstitation 
impropre ax-^ßy, yar-f^y pour x, y, se transformftt en elie mdme. 
L^eqnalion d-\-a = donne p = aJ — ßy, qai est une racine double de 
l^eqnation cobique. On remarquera en passant qii^ par rapport a Ia signifi- 
cation de Tiquation J-f ^"=^9 ^^^^ ^ ^° general: 

(a, ß)(^x-\-ßy,yx-\'dy) : {y, d^^ax-^-ßy, ya? + Jy) 

et de Ia, qu^en sopposant ()-|-a£=0, on a 

{a,ß%tx^ßy,YX'\-dy)i{Y,dy^aX'\-ßy,YX'\'dy) = x,y. 

Cela revient a dire qu^en faisant deux fois ia substitntion ax-\-ßy, yx-^-dy 
an lieu de or^ y^ on retrouve Ies qnantites x, y, ou que Ia substitntion est 
pirioHque du second ordre. II y a aussi a remarquer que danS Ie cas dont 
il a^agit, savoir pour J-f a = 0, on a 8*'=z—s\ et que Ies deux fonctions 
lioettrea P, Q restent parfaitement determinees. 

Nous venons de voir quMi n'existe pas de transformation impropre 
d'une fonction quadratique binaire proprement dtte, k moins que J-f-a ne 
sott pas =0. Mais en supposant ^-|-a==0, on voit que Ies coefficients des 
dquations pour a, b, c deviennant 
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— iiy, —y{d — a\ f, 

aS, a(<f — a\ — «y, 
ß", iHd-a), ßy, 

c'est ä dire: les cuefficients de chaque equatiou sonl dans ie rapport de 

ß, d — a, —y, 

de maniere qu'en supposant quo les coefficients a, b, c satisfont a la seole 
equation 

{a,b,c){ß,d—a,-Y), 

oü a, ß, /, (t sont des qaantites qnelconqnes, telles qae ^-{-a = 0, od aara 

(«, Ä, c)lax + ßy, yx \ dyf = -(ad- ßy) («, *, cXar, y)^ 
Co n*est ia qu'un cas particalier de Pequation identique 

(a, h, e)lax 4- ßy, yx + 9yf-\- {ad - ßy) (a, *, «r^x, yf 

= (<J -I- a) (ao -f by, *J+7, */?+ cd){x, yf 

+ (/?,<y-«f, -yT{a,b,c)iß,d-a, -y)(y, -xf. 

II faat retnarqaer qo^en supposant tOQJoors r^quation 

(a,*,rK/?, (? — «,-/) = 0, 

la foDction qnadralique (ayb,c)(x, yf en supposant qu'elle se redmse äun 
carrty est, comme aaparavant, iP ou Q^, c'est a dire Ie carre de Tune des 
fonctions lineaires. En effel: en ecrivant {aybyC){Xyyf^={lgc-\'myf^ Tö- 
quatlon entre /, m serait evidemment (/9, J — a, — y)(/,f/i)' = 0, de maniere 
que /, m auraient les mömes valears qu'anparavant. J^ajoate qae tont ce qui 
preced'e pör rapport a reqnatiou ^jbyC){aX'\-ßyy\yX'\'9yf=^ff[ayhyC){Xyyf 
fait voir qu'a moins que la fonclion quadratique ne soft un carr^, on aora 
toujours^ = +(a^ — /?/); ce qu'on savoit deja des Ie commencement , et ce 
qui peut ötre demontrö comme a Tordinaire, en egalant les discriminanta 
{ac — V){a8 — ßyf et {ac — b^)^^ des deux cötes. Je fais enfin ^=1, ce 
qui donne Tequation 

(a, hy c){ax\ßyy yx^ 3yf = (a, 6, c)(x, y)\ 

et (en faisant abstraction du cas oü la fonction quadratique est on carre) je 
tire de ce qui pricede les resultats conuus, savoir, que Ton a: 
1. Pour la transformalion propre: 

ad—ßy = 1, 

a:2bxc =z y : cT — a : — /?. 
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3. Poar la transformation impropre: 

ad-ßy = -1, 
d^a = 0, 
aß-\-b(d — a) — cy = 0, 
Je crois qae eette discossion n'ait ete inutile ponr complöter la theorie 
algebriqae de la forme blnaire {a,h,c)(jx,yf. 



Recherclies ulterieures sur les determinaiits gauches. 

rSuitti du m^oirc t. 32. p. 119 et t. 38. p. 93.) 



J*ai deja donne une formale poar le developpement d'an dätermiiMuU 
gauche. Supposanl, pour fixer les idees, on cas particulier. Seit 
12345 112345 = 11, 12, 13, 14, 15 
21, 22, 23, 24, 25 
31, 32, 33, 34, 35 
41, 42, 43, 44, 45 
51, 52, 53, 54, 55 
(oü 12 = — 21, etc., (andis que les qoantitös 11, 22, etc. ne s'eYanoalssent 
pas). Celle lormije peut dtre ecrite comme soit: 

12345 112345 = 11.22.33.44.55 
+11.22.33.(45)' 
+11.22.44.(35)' 
+11.22.55.(34)' 
+11.33.44.(25)' 
+11.33.55.(24)' 
+11.44.55.(23)' 
+22.33.44.(15) 
+22.33.55.(14)' 
+22.44.55.(13)' 
+33.44.55.(13)' 
+11.(2345)' 
+22.(1345)' 
+33.(1245)' 
+44.(1235)» 
+55.(1234)' 
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Les expressions 13, 1234, etc. a droite sont id des Pfofjßmu. On a 

12 = 12, 
1234 = 12.34 + 13. 42+14. 23 

et en ecrivant encore an terrae, pour inieox presenter la lor: 

123456 = 12.34.56-1-13.45.62 + 14.56.23+15.62.34+16.23.45 
+ 12.35.64 + 13.46.25 + 14.52.36 + 15.63.42+16.24.53 
+ 12.37.45 + 13.42.56+14.53.62+15.64.23+16.25.34. 

J'ai trouve recemment uoe formale analogoe ponr le developpement 
d'an determhumt gauche borde, tel qne 

«12341/91234 = aß, «1, «2, «3, oA 

\ß, 11, 12, 13, 14 

2ß, 21, 22, 23, 24 

Zß, 31, 32, 33, 34 

4/9, 41, 42, 43, 44 
Cette formule est: 



«12341/91234 = «^11.22.33.44 
+ a/912.12.33.44 
+ 0/913.13. 22. 44 
+ «/914. 14.22.33 
+ 0/923.23.11.44 
+ «/924.24.11.33 
+ «^34.34.11.22 
+ «^1234.1234 
+ «1./91.22.33.44 
+ «2./92.11.33.44 
+ a3./93.11.22.44 
+«4.^4.11.22.33 
+ «123./9123.44 
+ «124./9124.33 
+ «134./9134.22 
+ a234./9234.11. 

II est a peine necessaire de remarquer qae dans les Pfaffitm» ä droite, 
oü entrent des symboles tels qae 1«, ß\ etc., qoi ne se troavent pas dans le 
delerminant dont il s'agit, Ü faat eorire l«s= — «1, /9] = — 1/9, etc. Le 
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Symbole ßa oe se trouve oi dans le döterminaDt, ni au edle droit. Cependant 
il oonvient de poser /9a = — aßi car cela öianl, il serait permis de trans- 
former les Pfaffiane, en ecrivant par exemple aß\2^=—ßa\2. 

Je remarqae en passaot qae, si avant de poser reqaation ßa=i — aß, 
00 suppose qae ies ^eux symboles a, ß devieaaeot identiques (si par exemple 
00 ecrit a=:/? = 5)^ on aorait par ex. 

a/9.12 = a/?.12 + «1.2/?4-«3./91 = 55.13 + 51.25-f 52.51 = 55.12 etc. 



et 011 retrouverait ainsi Ja formale ponr ie döveloppement de 12345 1 12345c 

La oouvelle formole peat £lre appliqoee immödiatement an döveioppe- 
meol des determinants nuneure. En eifet, eo se servant de la notatioo des 
malriees, on aura 



11, 12, 13 
21, 22, 23 
31, 32, 33 



i 



1231123 



[-23123, -13|23, — 12|32 



-23|13, +13]13, -21|31 



-32|12, -31|21, +12|12 



11, 12, 13, 14 

21, 22, 23, 24 

31, 32, 33, 34 

41, 42, 43, 44 



-I 



1 



123411234 



+ 234 234, — 134(234, — 124|324, -123|423 



- 234 1 134, + 134 1 134, — 214 1 314, -213 413 



— 324|124, —314 214, +214|214, —312 412 
— 423 I 123, — 4I3|213, — 412 | 312, + 123 | 123 

et ainsi de suite. On sappose (oajours qae chaque lerme de la matrice a 
droite seil divisö par le denominateur common. On voit qoe ies d^lermioants 
mmeurs qoi correspondent a des lermes tels qoe aa, sont des determinants 
gauehee ordinaires, avec le signe -f , tandis que Ies determinants mineurs, 
qui correspondent a des termes tels que aß, sont des determinants gauchee 
bordee, tels que /^...|a..., avec le signe (— ). 

Ponr donner des exemples de vörification de cea formales, je remarqae 
qae Ton doit avoir 
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133|133 = 11.23|23 
-12.23113 



-13.32|12: 
equalion qai peot aiHsi dire ecrite sous la forme 

123|123 = 11.23 |23 
+ 21.'23iT3 
+ 31.32712. 
En effel, en developpant des deux cöles, on obtient: 

J1.22.33+ll.(23)'-}-22.(13f-f-33.(12)* = 11 .(22.33+ (23)») 

+ 21.(21.33 + 23.130 
+ 31.(31.23 + 32.12*). 

On voit qae les deax lermes marques par an -)■ se delroisent et qoe requation 

est idenlUjue. On doH a^ofr de möme, 



1234 I 1234 -= 11.2341 234 
-12.2341134 



13.3241124 



-14.4231 123, 
ou, ce qui est la möme chose: 

1234 I 1234 = 11.234(234 
+ 21.2341 134 
+ 31 .324 I 124 
+ 41.423|123; 
cVst M dire, eu developpbnl des deux cötes: 

11. 22. 33. 44 + 11. 22. (34/ + 11 -33. (24)*+ 11. 44. (23)* + 22. 33. (14)* 

+ 22.44.(13)'+ 33. 44. (12)' + (1234)' = 

1 1 [22 . 33 . 44 + 22 . (34)' + 33 (42)» + 44 . (23)'] 

+ 21[21.33.44 + 2134.34» + 23.13.44+f 24.14.33+] 

+ 31 [31. 22.44 + 3124. 24» + 32.12.44+ + 34. 14.22+3 

+ 41 [41. 22. 33 + 4123. 23* + 42. 12. 33++ 43. 13. 22+]. 

CoUo expression est en effet identique, comme oo le voit en observant qoe 
les six lermes marques par un f se delruisent deux ä deux, et qne les (rois 
lormes marques par un (*) sont ensemble equivalents ä (1234)'. 



2i. Catfley, $ept diffir»Ht» memoire* d'tuiaiyae. 303 

Je remarqae que le oombre des termes du diveloppement du deter- 
minant gaucbe est toujours une puissanc« de 2, et qne de plus, ce uombre 
se redoit ä la moitie, en reduisant ä zero un terme quelconqoe aa. Mais 
outre celä, le d6terminant prend dans cetle suppositlon I» forme de deter- 
minant d'un ordre inferienr de Punite. Je considere par exemple le deter- 
niinant gaucbe 123 1 123. En y faisant 33=0 et en accenluaut, pour y mettre 
plus de dart^, tous les symboles, on irouve 

1231123' = 1 r . (23')' 4- *^2' . ( 1 3')^ 

De lä, en ecrivanl 

11=13M1', 12 = ir.23', 

23 = 18'. 22', 
on oblient 



c'est a dire 



12|12 = 11.82-f(12)* 

= 11'.{22'.(13')'+11'(33T}, 



12|12 = 11M23|123'. 
On a de möme 

1234 1 1234' = ll'.22'.(34')'+lt'.33'.(24')»-f22'33'{1474(1334')^ 
et dela, en ecrivant 

ll = 14'.il', 12 = 11. 24', 23=1234', 

22 = 14.22', 13 = 11'. 34', 

33 = 14'. 33', 
on obtient 



123|123 -=11. 22. 33+11. (23)*+22.(31)H 33(12)- 

--11'.14'{22'.33'.(14')*-f(1234')*-|-ll'.22'.(34')*-}-ll'.33'.(24')'}, 

c'est ä dire, 

1231123 = 11'. 14. 12341 1234'. 



De mime 



12345112345' = 11'. 22'. 33'. (45')* 
+ 11'.22'.44'.(35')* 
-f 11 '.33'. 44'. (25')» 
-1-22'. 33'. 44. (15')' 
+ 11'. (2345')' 
-1-22'. (1345')' 
-1-33'. (1245')' 
-}-44'.(1235')'. 

39* 
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Or U est permis d'öcrire 

ll = 15Mr, 12 = 11'.25', 23 = 1235', 1234 = 2345'.! IM 5', 

22 = 15'.22', 13 = 11'.35', 24=1245', 

33 = 15'.33', 14 =-11'. 45', 34=1345', 
44 = 15'. 44'. 

En effet, les qaantilds a gaache ne soot liees entre elles qne par la seule 
eqaation 1234 = 12.34-f 13.42 -f- 14.23 qoi «st satisfaite identiquement par 
les valeors a sabsiUaer pour les quantites qai y enirent. Celä elant, on troave 
d^abord : 



1234|1234 = ll'(15')M2345 112345'. 
Je preods encore an exemple. Od a 

123456 1123456' = 11'.22'.33'.44'(5j6')' 
-fll',22'.33'.55'.(46')» 
-i-ll'.22'.44'.55'..f36')' 
-f ll'.33'.44'.55'.(26')' 
-f 22'. 33'. 44'. 55'. (16')' 
-fll'.22'.(3456')' 
-1-11 '.33'. (2456')» 
-f-ll'.44'.(2356')» 
-1-11'. 55'. (2846')' 
-i- 22'. 33'. (1456')' 
-j-28'.44'.(1356')' 
+ 22'.55'.(1346')» 
-j-33'.44'.(1256')* 
-1-33'. 55'. (1246')' 
-f 44'. 55'. (1236')"- 
-{-(123456')'. 

Ici, il est permis d'dcrire: 

11 = 16'. 11', 12 = 11'. 26', 23 = 1236', 34=1346', 45« 1456', 

22 = 16'.22', 13 = ll'.3ö'. 24 = 1246', 35 = 1356', 

33 = 16'. 33', 14 = 11'. 46', 25 = 1256', 

44 = 16'. 44', 15 = 11'. 56'- 
55 = 16'. 55', 
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1234s=2346MlM6', 2345 = 123456M6\ 
1235 = 2356MtM6', 
1245 e= 2456'. 11M6', 
1345c=3456MlM6. 

Car les valeore des qnaotit^s ä gancbe salisfont ideotiqaemeDt au^ eqoalions 
qui ont lieo enlre ces mdmes qaantitös. Par ex. r^aüon 

1234 = 12.34 + 13.424-14.23 
devienl 

2346M6' = 26M346' 
+ 63M246' 
+ 46'. 1236'. 

Or TexpressioD a droite devienl, eo döveloppant: 

26'(13'.46'+ 14'. 63'+ 16'.34') 
+ 63' (12'. 46' +14'. 62' + 16'. 24') 
+ 46'(12'.36'+ 13'.62'+ 16'.23'), 

et les termes qai contiennent le faeteor 16', donnent ensemble, 16'. 2346', 
les antres termes se dötraisent deux & deux. On obUent enfin, ea effectaant 
ia snbstitation: 

12345 112345 = ll'.(16'/ 123456 1 123456'; 
et ainsi de saite. 

Je fais les oiömes sobsiitations dans les matriet» .inverse» , en sup- 
primant cependant la derniere ligne et Ia derniere colonne de chaqne matrice. 
On trouve ainsi, en y ajoatant ies ^qaations d-dessns, troQvöes par rapport 
aax döterminanis: 

ir.l23|123' =5 12|12 
1 



13M23H2S' 



+ 23|23, -13|23 
-23|13', +13|13' 



12|12 



-2j5 



12U2 JT« 



11 



ll'.14'.1234|1234' = 123|123, 



-1|2 
+TTT 



i 



14'. '1 234 M 234 



+ 234 234, —134 234, —124(324 



234 1 124, +134 134, —214 314 



-324 1 134, -314 1 214, + 124 1 124 
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I 



1231123 



23j23^M?l!, -Täpt, -T2f32 



+ 83|13, 



-1-13 13, -ai|31 
-^31121, -l-lfjW 



ll'.(15'f.l234S 113345 = 1334] 1234 



15M2345I 12345' 



1 



123411234 



4-2345|2345', - 1345)2345 » -1245|8245', - 1235 1 4235' 
- 2345 1 1345, +1345)1345', -2145)3145', -2135)4135' 
-3245)1245', — 8145|2145', +1245)1245', -3125)4125' 
-4235)1235', -4135)2135', -4125|3125', +1235)1235' 

123411234 



-234)234 + 



11 



134)234, - 124)324, -123)423 



+ 234)134, 
+ 324)124, 



+ 134)134, -214)314, -213)413 
-314)214, +124)124, -312)412 



+ 423)123, -413)213, -412)312, +123)123 

et ainsi de snile. 

II est bon de changer un peo la forme de ces öquations. Oa eo di- 
duil sans peine: 
1 



13M 23)123 



2.23125'- MSE, _2.l3)25' 



-2.23fl3', 



+2.13)13'- 



1231123' 



22 



1 
12112 



14^.^23411234' 



-2.2l^+lill?, -2.TT5 

+ 2.2IT, +2.T)T-1^ 

2.M4|234'-i~lp^, -2.134)254', -2.124|324' 

-2.234)134', 



2.l34)134'-ill^^, -2.214)314' 



-2.324)124', 



-2.314)214', 



i.rnm-^^ 



w 



1331123 
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-2.5fIB-i?^, -2.13|23, 



11 



-|-2.35jl3, 
-f-2.Mfl2, 



1231123 



+2.13|13--^22 
-2.3Ti2i, 



, -2.21|31 



+2.12|12- 



1231123 



33 



•t ainsi d« saite. 

Les formules qoe je vieos de preseoter, peaveul dtre appliqu^es ausälAt 
ä 1a Solution de la queslion saivante: .^Troaver Xt, Xi, Zj, etc., fonctioDs 
Uneaires de x^, x,, x^^ etc. tolles qae 

llxH 32x|+33xJ+elc- = ia^4-22xj-f 33a?H «»<' 
c'est k dire: transformer une fooctioii qnadratlqae i\xi-\-22x\-\-ZZx\-\- eic. 
0n elU meme par des substitutions lineaires. li suffira d*ecrire la Solution 
poar lecas de trois indeterinlnees, car on salisfait identiquement ä requatton 

llxi + 38x?-{-33xJ = iixi^22xl^Sdx] 

en ecrivant 

(X„X,,X,)=r 



123(123 



+2.i3|23— iTijLir:, -2.13|23, 



-2.12|52 



(Hjr„22jr„33*,) 



-2.23 1 13, 



-3. 32 1 12, 



+2.13|13- 
-2.5ll2l 



1231123 



22 



, -2.21131 

1231123 

+2.i2|ia-ii^^ 



Voilä la (ransformatioii propre. On eo tire la transformation hnpropr« de 
llor^-f -^^^a "* '''' fn«!/!« en ecrivant 33 = 0. Car, celä pose, les valours 
de X,, Xa ne conliennent pas 2*3, et Ton n'a plas besoin üu ia vaieur de x,. 
Co obtient ainsi la solaüon saivante- Savoir, on satisfait identiqaement a 
PeqoaüoD 

ll'x5+22'x^ = ll'x?-}-22'a^? 
ea Ecrivant 



(x,.x,) = 



123|123' 



2.23|23- 
-2.23|T3', 



123 I 123' 
il' 



, -^2.13(2.3 



2.i3TT3'-iS^' 



22' 



(H'jr„22'x.) 



ce qni est une transformation impropre. Mais en y faisaiit la substitation 
tl = 13Ml', 22-=13'.22', 12 = 11'. 23', on r^oit la Solution ä celle-ci, 
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savoir od satisfait identiquement ä röqaation llarj-f 23^2 = n;rl-f22:^ 
en eorivant 

1 



(X„X2) = 



12 12 



-2.2|2-| 

+2.2[i; 



12|12 

11 ■ 



— 2.1|2 
4-2.TI1- 



(llaj^aSar,), 



12|12 



22 



ce qoi est nne transformalion hnpropre, qai correspond evidemmeDt a ia 
formule pour la transformalion propre; la senle difference est que ies signes 
des termes de la premiere coionne de la matrice en sont obangös. 

En introdnisant des letlres simples a, b etc. k la place des symbolea 
11, 22 etc., Je considere d*abord la transformation profre 

Id, en Eorivant 



la formule donne 



111, 12 
|21, 22 

1 



\-y.b 



^"^^^^lA^ 



(«>y). 



a*— y», — 2y* 
2y«, flft— y* 
La transformation impropre 

s'obtient an moyen de la formule donnee plus bas pour la transformation propre 
de la fonction oa? -^^ by^ ■{■ cz^ en eile mime. En y öcrivant <; ^= 0, on obtieot 

1 



(x,y) 



TSP+Ä^ 



(a?,y). 



2X/ta, — flX*-|^V 
J*ai ddjä fait vdir de quelle maniere cette fofmnte se rattaehe a la 
formule pour la transformation propre; la diif^rence entre Ies forme» de om 
traosformations dans ce cas simple est assez frappante. 

Pour obtenir la transformation propre 
j'ecris 



11, 12, 13 
21, 22, 22 
31, 32, 32 



a, V, — /* 
~y, b, K 
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Celle formale donoe 

abe-\-a?—bfj?—ci^, %(}.fi—cy)b, 2ivii.-\-bfi)e '\x,y,z). 

2(i'A — V)«/ 2{ttv-\-aX)b, abe—ai?^bn^^€nf' 

La transformation impropre 

peut ötre tirie de la transformation propre en eile mime de la fonction 
donnee ei-aprds aw' -j- by •\- ez* ■{■ dte^. En y dcrivanl (f=0, on obtient 

. . _ 1 

(x,y,2; — —s-p— 5^;p-j-53j-_y 

—be^'^-^-cad^-^-abr'—tp', —2bT(p—2beQa, 2ea<p—2betQ (x,y,z) 

2tn<f>—2ae(fa, beiil'—€aa^-\-abt*~-<p\ —2cQqi—2caar 

—2aa<p—2abgT, 2bQq>—2ab<n:, bc(ji^-{- eao^—abr^—ip' 

Ponr verifier que cette expression n*est en effet autre chose que Ja 
formale ponr la transformation propre, en y changeant les signes de tous les 
termes, j*6cris dans la formale ponr la transformation propre, ti=b'=c=(o, 
On a ainsi ponr la transformation propre 

x'+y'-f 2» = x' + r' + cS 
reqaation 

(X, y, a) = 

a»'-f r—^* — y», 2X111 — 2v(o, 2vX-\-2MOf Ta?,y,«), 

2X^1, -{■2vto, (o' — X"" -\- fi" — y', 2nv — 2ho 
2vX — 2.uva, 2^v-\-2X(o, m' - X^-\-fi^ — v' 

et en ecrivant dans la formale pour la transformation impropre« /i=6=c=l, 
d=^0, et X, fi, V, — (o aa liea de q, a, t, <p, on obtiebt poar la transfor- 
mation impropre 

r^ation 



«•+i*+M*+** 



x'+y'+z' == a:Hy'+«*> 



(x, y, z) = iTTpjrji^^rfr^. 
— <o' — X^-\-fi'-\-v\ —2Xfi-\-2vu>, —2vX — 2fuo 

— 2Xfi — 2vfo, — CO* + ** — /*' -f^» 2fiv — 2Xui 
—2yX-\-2/w>, —2fir—2X(o, -a>»+^HA**-»^ 
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Pour obtenir la transformation propre 

«xH^f + w' + rfw^ = ax'i^by + cz'i-dw^ 



j ecns 



11, 13, 13, 14 

21, 22, 23, 24 

31, 32, 33, 34 

41, 42, 43, 44 

Cela doone d^abord, en mettant poor abreger, 

(p = Ap4.^a-f rr, 

la valeiir du delerminant 



V, h, l, a 
u, —X, c, X 
(f, —o, — T, ä 



1234 1 1234 = a*i?rf+*i?p^ + ca(f + aATH«^AM Mt^' + ^^^' + y" 
(que je represenie par Ar). 

J'ajoute aassi la valeur lie la malriee ioverse 

11, 12, 13, 14-^ 
21, 22, 23, 84 
31, 32, 33, 24 
41, 42, 48, 44 , 
savoir: 



bcd'\-ln^ -\' ca^ •\- d)?, — cdv — T(p'\'dl/i — cqo, 

cdr-^rtp 4" dkfA — Cfta, acd'\- 6t^ -f cp^ -}" ^i^^ 

• bdfi — ay -}" d^y — ^9'^y ^^^ 4" P9 4" ^f^^ — ^^^> 

bcQ -j- lg>'\- cra — bfir, aca-\-fi(p — cyQ-^-alr, 

bdfA -f «yy -f dkv — bQT, — bcif — l(p -\- cvo — bfHT 

— adl — py -f djj^v — aar, — aco — /tttp — cy(ß -{- alr 

abd'\' a(f -\- Jp^-f ^''^ — ^*^ ~ ^9^ + */^P — ^^ 
abx 4- vif> \ buQ — alo, abc -|- «a^ ~|~ b/n^ -j- cv^ 

Oo a poar la transformation, requation 

(X, y, z, w) = 
abcd — bc(f^ -f caa^ -\- abi^ -f adV 2b ( — cdv — r<p -{- dl/i — cpa;, 

— bdjj!^ — cdv^ — q\ abcd -f bcQ^ — caa^ -f abi? — ad). * 

2a {cdv + ry -j dXfi — cpa), f bdfji^ — cdv^ — y/^ 

2a ( — bdfi — ay 4" ^^^ — *?^)9 ^^ (^^^ + Py *f dfJ^v — am)^ 

2a (bcQ -f k(p 4- cva — ä.ut), 2b (aca + ^tty — cy(f -f aXr}, 
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2c{bdfi-\-a<p-\-dlv — bffT\ ^ %d{— hcQ — Itp •\^ cva — bftt) 

2c ( — adi. — Qfp-\ d/iv — <i<7r), 2rf ( — aea — fi(p — o-q 4- alr ) 

aied -f icp* -f ca<^ — abr^ — adi? 2d ( — abr — y<p-\-bfi(f — ala) 

— bdfjt^ -j cdv' — y-, abcd — bcQ^ — ead^ — afrr* ■\- adi: 

2e {abr ■\-v(p-\- b/jQ — aka)^ -f" **'a*' + <^<'*'' ~ V** 

Je sappose qae l'on ail a = b = c = d = at, et j'ecris ^/ = — -2., 

c'esl ä dire i//= *'"'"^*"^*^ ou /l(»-|-.««-j-»''^4-V'"' = ö- ^n raisant ceUe 

sabslitolion, on trouve d'abord Ar = (o'R oü 

et pais pour Ja transformation propre 

x'-f-y'-l-i'f w» = a:'-f y + s' + w*. 
requalion 

(x,y,«, w) = 

(»*+ a'-f- r^-f a»'+ i?—fi'—i^—y,\ —2fov\-2nf>-\- 2Xfi — 2(fa, 



1 
7j 



^,' _ O» -f T* 4- «>' - r-f itt»-»* - V»», 

2caa. — 2<> V + 2a«>' — 2ot, 
2oMT — 2fifp — 2v(} -\- 21t, 

— 2cop -f 2i.V' 4 2va — 2^«^, 

— 2a>a -{- 2(itv — 2v(» -f 2iT, 

— 2ö»T -j- 2vv 4- 2/up — 2Aa, 



2a>i' — 2t V + 2Xf* — 2q0, 

— 2(o/i -| 2ay; -|- 2il»' — 2pT, 

2ai(» — 2AV' + ^vo — 2,aT, 

2co/t — 2ay/ -\- 2lv — 2pT, — 2o>p -f 2itV' 4 2va — 2iiiT, '(ar, y, z w). 
— 2oiA 4 2(» v 4- 2/*»' — 2ot, 

2an — 2vtff 4- 2.«(> — 210, 
On peul cbanger la forme de cette expression, en y ecrivant 

i=i(a_«'), /* = i(/5-/3'), v = i(y-7'), V = i(<^-<^X 
p=i(«4-«'), a=i(/5f4-/3'), T=i(y4-y'), «» = i(J4-^); 

celä donne 

«M-/?'4-y''4.,j«_«'«_^-y'»_,r = 0, 
R = i(„«4./?»4.y^4-<j'4-««4-/3«4-y'»4-0, 

de maniere qu^en ecrivant 

M = a'^4-y3'»4.y'»4-d", 

40* 
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on obtieDt 

et la formule ponr.ia fransformation devient 

-^«/-/9«r-y«' + J/y, cuf-ßy-yß' — da^, 
-ay-^-ßy-Yßf-ifa', -a'/-ß9\ftl^8§g, 
- o/ \ß9— y«' - J/9', a<y' 4- /?/ — y/y + <fa' [Je, y, «r, ir). 

„a' ^ßßf—yyf J^ ü^\ aß! - /9a'-f ycT -f- ^^ 
aßt — ßaS — y^ — ü/, -. ad ^ ßßf — fy' \ 69 
On voU doDC quo mdme sans snpposer l'^qoation M = M, cette formale 
donne la transformation propre 

x'-fy'+a' + w' = a?» + / + «» + M>». 
Cette Solution est a pen pres de ia mime forme qae la Solution Mn> 
propre donnöe par Euter dans son memoire „Problema algebraicum ob af- 
fectiones prorsns singniares memorabile Nov. Comm. Pelrop. t. XV. 1770 p. 75 
et Commen. Arith. collectae t* I. p. 427.^ Je reroarqne anssi que cette möme 
Solution pent ö(re dödoite de la thiorie des Quafemion». En effet, i,Jf k 
etant des qoantitös imaginaires tels que f=j*t=sW = — 1, jX;e=: — /^=i, 
ki=—ik=j, if = -~ß = k, on obtient, en effeetuant la nialtiplication: 

(w-fyi+^Ar-f-w) 

x, y, x^ w ayant ies niömes valeurs que dans la deralere formale de trans- 
formation. 

En changeant Ies sign es des termes de la quatriime colonne^ on ea 
tire ponr la transformation impropre 

la formule suivante plus symelrique: 



(x,y,z,w) — y^J^fJ^p^ 



-.ao'f/9/S'-f-y/-f-<J<r, -aß' - ßd-y^-^dy, 

~o/3'-/?a'-fy(r-<r/, ao'-/?/S' + 7y'+dir, 

— ay.-ß9-ya'^dß', a9 ^ßy—yßf—dvl, 

— tt»^ßyf-Yß!—da\ ^a'Z-'ßy^Ya'-dße, 
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—ad'— ßy — Yß' + da', «/ — ßd'— ya' — dß' 
aa' + ßß' — yy -j- W, —aß' + /9a' - yS* — (T/ 
«/?'— ßa' — ytT- dy', aa' ^ ßß + ;'/ ~ dd' 
Ces formales pour la transformation , tant propre qaMmpropre, de la 
fonctioo x' 4" >^ + ** + *"* *** '"* mAne, sont utiles dans la theorie des poly- 
gwM9 inscrits dans aoe surface du second ordre. 



Recherches sur les Matilces dont les termes sont des fonctions 
lineaires d'une seule indeterminee. 



Je pose ia matrice 



A\ B\ C 
A", B\ C" 



dont loa termes (n^ en nombrc) sont des fonctions lineaires d'une quanlite«^ 
et je considere ie determinant forme avec cette matrice, et les deterroinanta 
mineurs, formes en supprimanl un nombre quelconqae des iignes et un nombre 
egal de colonnes de la matrice. En supprimant une seule ligne et une seule 
colonne, on obtient les prerniers rmneurs en supprimant deux Iignes et detix 
colonnes, on obtient les seconds mineurs; et ainsi de snite. Ceia etant, je sup- 
pose qua la quantite s a ete trouvee en egalant a zdro le determinant forme 
avec la matrice donnee; ce determinant sera une fouction de s du nieme degre 
qui generalement ne contiendra pas de facteurs multiples. On voit donc qu^nn 
facteur simple du determinant ne peut pas entrer comme facteur dans les 
Premiers mineurs (c'est ä dire dans lous les premiers mineurs); mais en sup- 
posant qne lo determinant ait des facteurs multiples, un facteur multiple du 
determinant peut entrer comme facteur (simple ou multiple) dans les premiers 
minenrs, ou dans les mineurs d'un ordre plus eleve. 11 importe de frouver 
Ie degre avec lequet un facteur multiple du determinant peut entrer comme 
facteur des premiers mineurs ou des mineurs d'un ordre quelconque donne. 
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Cela se fait Ires facilement au moyen d'une proprieie generale des de- 
terminaiils^ si les minenrs du (r-|-l;ierae ordre contiennent le factear (* — äf 
(c'esl a dire, si tous ies mineurs de cet ordre contiennent le facteur (« — ii)% 
mais non pas tous les facleurs (* — tf y****"*)« El si de mdme les mineurs du 
rienie ordre contiennent le facleur {s — «)'*, les mineurs du (r — l}ieme ordre 
contiendront au tnohis le facleur (^ — af^"^; autrement dit: les mineurs da 
(r — l)ieme ordre contiendront le Tacteur {^—ay oü y>2/? — a, ou, ce qui 
est la rndme chose, a — 2/?4"?'<0; c'esl a dire: en formant la suite des 
indices des puissances dans lesquelles le facteur (« — a) entre dans les mineurs 
Premiers, seconds etc. (il va sans dire que cette suite sera une suite decrois'- 
jfaate)^ les differences secondes seront positives. Je represente par a, ß, y, ... 
la suite dont il s'agil; je suppose, pour fixer les idees, que d seit le dernier 
lerme qui ne s'evanouisse pas, et j^ecris 

a, ß, y, <y, 0, 0, ... 

a — ß, ß'-y, Y — d, (f, 0, ... 

a-2/34-y, /?-27i<y, r-2d, J, 0, . . . 

De mdme, quei que soil le nombre des termes^ tous les nombres de la troisieme 
ligne seront positifs, et en representanl ces nombres par f,f'ß/" etc., on 
obtient: 

y= r+2r -[-••• 



II y a ici a considerer que le nombre a, indice de la puissance dans laqaelle 
le facteur {s — a) entre dans le determinant, est donne; iKsera donc permis 
de prendre pour f, f, f", . . . des valeurs entieres et positives quelconques 
(zero y compris) qui salisfont a la premiere equation; le9 autres equalions 
donnent alors les valeurs de ß, y, d, etc. On forme de cette maniere une 
table des particulariles que peut presenter un facteur multiple {s — ay da 
determinant. Cette table est composee des symboles a, ß, y, . . . el les 
nombres a, ß, . . . de chaque symbole fönt voir le degre avec lequel le facteur 
{s — a) entre dans les determinants, dans les mineurs premiers, seconds, etc. 
Or, ce qui est tres facile, c'est de former au moyen des tables pour a=:1^ 
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a=2, ... a=^k la table pour a=Ar-f 1« On a par exemple pour a = l, 
a = 2, a = 3, a = 4 les tables soivantes : 

Pour a = 1, 1. 

Pour a = 2, 2, 21. 

Pour a = 3, 3, 31, 321. 

Pour a = 4, 4, 41, 42, 421, 4321. 

De la eo tire la table ponr a = 5, savoir: 

Pour a = 5, 5, 51, 52, 521, 531, 5321, 54321. 

Eo effet, le premier terme est 5, et on obtient les autres termes en meltant 
le nombre 5 devant les symboles des tables pour a=1, a = 2, a = 3, as=4, 
en ayant seulement sein de supprimer les symboles 53, 54, 541, 542, 5421 
pour lesquels le premier terme de la suile des differences secondes est negattf. 
On trottve de mdme pour a=6, la table suivanle, savoir: 

Pour a =^ 6, 6, 61, 62, 621, 63, 631, 6321, 

642, 6421, 64321, 654321; 

et ainsi de saite. Les nombres des symboles pour a=l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 etc. 
sont 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22 etc.; ce sont les coefficients des puissances 
x^y • ^ ^^ etc. dans le developpement de 

(l_x)-*.(l — ar^)-*.(l-;r^)-*.(l — j?V-(l — ^V etc. 

fonclions qni se presentent, comme on sait, dans la tbeorie de la parfition 
ie9 neueres. 

Maintenant, au Heu de considerer un seul facteur du determinant, je 
considere tau« les facteurs, par ex. pour ii=4. Le determinant peut avoir 
an facteur double (s — a)\ ei un autr^ facteur double (8^bf\ il peut de plud 
arriver que le facteur s — a soll facteur simple des premiers mineurs, mais 
qne le facteur {s — b) n^entre pas dans les premiers mineurs. Le symbole qui 
correspond au facteur {s — a) sera 21, et le symbole qui correspond au facteur 

iß—b) sera 2. En combinant ces deux symboles« on aura le symbole compose 



21 
2 



qni denote que le determinant a deux facteurs doubles de la classe dont il 
s^i^t. Je forme de ces symboles composes des tables pour n == 1 , n = 2, 
n = 3, n = 4, etc. On a: 
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Poor n=l: |1(, 



Ponr n = 3: 



1 



Poar »—3: 

Pour a = 4: " 

1 

1 
1 


1 1 

[ 1 
1 1 


2, 

I 

^ 

j 


21 

1 

21 

1 

1 



j31, [31], 132^1, 



321 
1 



21 



14), j4t_|, |42|, |421j, |4321|, 



et ainsi de soite. 

Pour donner encore ud exemple du sens de ces symboles, le Symbole 



321 
1 



dcnote que le determinant a un focleur s—a qni entre comme faotear triple 
dans le determinant, comme facteur double dans les premiers mineurs^ et 
comme facteur shnpte dans les seconds roineurs; Tautre facteur du dötermi* 
nanf est un facteur simple s — b. Les nombres des symboles pour fi = 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 etc. sont 1, 3, 6, 14, 27, 58, 111, 223, 
424, 817, 1527 etc.; ces nombres sont fes coefficients de x^, x^, s? etc. 
dans le developpement de 

etc. 

oü les indices 1, 2, 3, 5, 7. 11 etc. forment la soite qui se presente dans 
la theorie de la partition des nombres, dont j'ai parle plus baut, jl est tres 
facile de demontrer qu'il en est ainsi. 

Les resoltats que je viens de presenier sont en partie düs a H. SylteaUr 
(Voyez son memoire „An enumeration of tbe contacts of lines and surfaces of 
tiie seeond order'\ Pbilosophical magazine Febr. 1851). En effet, M. Sylvester 
commence par etendre a des fonctions d'un nombre quelconque d'inteterminea 
Tidee |f6ometrique des contacts des courbes et des surfaces. En oonsideraDt 
les deux equations quadraiiques 17 ==0, F=0, il forme le discriminant de 
la fonction quadratique U-^-sV, et il cbercbe dans quel degre cbaque faetenr 
de ce discriminant peut entrer comme facteur dans les mineurs premiers, 
seconds etc. Le discriminant de M. Sylvester est un determinant symitriqae; 
mais cela ne rihange rien a la question, et je n'ai fait que reproduire Tanalyae 
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de M. Silvester, en donnent cependant ralgorithme pour la formaiion des 
symboles, et de plas la loi pour le nombre des symboles. M. Sylvester donne 
poar ri==2, 3, 4, 5, 6 des nombres qui, en ajoutant a chacon le nombre 2, 
poor embrasser deox cas extrömes qui ne sont pas comptes, seraient 3, 6, 14,- 
26, 58. II se tronve dans le nombre 26 une errenr de calcul; ce nombre 
devrait ötre 27, et en sappleant le premier tenne 1, on a la suite Irouvee 
plus haut, savoir 1, 3, 6, 14, 26, 58 etc.; il y a de möme une erreur de 
calcul dans les nombres donnes par M. Syhesler pour n = 7 et ii = 8. 

Mais tout celä s'applique a une autre tböorie gdomelrique, savoir a 
la tbeorie des figurcs homographes. Pour fixer les idees, je ne considere 
qne les figures dans le plan. En supposant quo x, y, z soient les coordonnes 
d*un point, et en prenant pour x, y, z des fonctions lineaires de x, y, z, 
on aura (x^ y, z) comme coordonnees d'un point homographe au point {x, y, %). 
En chercbant les points qui sont bomograpbes chacun de soi möroe, on est 
conduit aux equations x — -ffa?==0, y — *y = 0, z — *« = 0. Les quantitis 
a gaucbe x — sx , y — sy, z — sz sont des fonctions lineaires de x, y, z, 
ayant pour coefficients des fonctions lineaires de s. On a ainsi une roatrice 
dont les termes sont des fonctions lineaires de e. La theorie entiere se ratlache 
aux proprietes de cette matrice. Pour le cas gineral de Vhomographie or- 

T 



dinaire, on a le symbole 
symboles 



pour Vhomologie, le Symbole 



les autres 



21 
1 



, [3], |31| se rapportent a des cas moins generaux, et le symbole 

[32 1| au cas de Tindentite comptete des deux figAres; y compris ce cas-limite 
de Tidentitö complete. II existe pour le plan 6 especes d'homographie ; dans 
Vespace ordinaire il existe 14 especes d'homographie. Je reviendrai a cette 
tbeorie a une autre occusion. 

Londres, 24 Mai 1854. 
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22. 

Additions ä Particle No. 15 page 239 de ce tome. 

(Par Mr. Brioschi, professeur ä l'universite de Pavie.) 



Applications. 

I. i^oient l{a:)^ V^(^) deux fonclions algebriques, rationnelles , en- 
tieres, respectivement des degres n, 2n; y une quantite constante, et 

f(x) = xir — y'^yj. 

En designanl par x^^ X2^ ... X2n^i les racines de requation 

/•(:r) = :r^"+' + 0,0:^4- ... +ii,„^, = 0, 

on aura identiquement: 

f{Xr) = x^X\x;) - frp{x;} = 0, 
d'oä Ton tire: 

Mais: 

^=-2yv(ar.), et y = ±^(^,)|/-^, 

par coDsequent: 



-V(,^r^p(Xr)) f(Xr)' 

£n supposanl: 

et i(j?).a:''"*'* = y(u?), on aura: 

// '' "^ 

Par analogie on trouve 

m rf£r 

^r±r - , -^ ■ ,. = 2- ^, \ % pour »1 = 0, 1,...«, 
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et 



^r±,- 



ay 



2T,-i*). 



II. Soit: 

«o/x+n -}■ «1 Xx+r.-! + ^ r.r+n-2 +•••+«« Xx = ^ 

une equatioD aux differences et a coefGcients constants. En faisant dans cette 
eqoation jr = 0, 1,2, ...j:^ — K on obtient x\\ equalions, desquelles, 
en eiiminant y„, y^.^.,, ... y^+n-i et ayant pose 

on dedait: 

Ao «0 ... 
Ai üi o^ ... 



A-, 


«,-1 


a«-2 • 


. . 







• . • 




«,-I . 


. . 

• • • « 




• • 



r^n = (-ir-^^ 



. . . tfi Ob 
. . . ih Gl 

En developpant le determinant on aura: 

et ies determinants k^i^ Ati, ... d'ordre 0:'"""% sont fonctions des coefficients 
senis. Hais a*i, x^^ ... x^ etant Ies racines de Fequation 

f(x) = öc,^" + ^1^""'+ ... +Ä, = 0, 
on a pour ies formules plus baut: 

.r-|- n—r 

par consequent, en changeant x en x — n, on aura: 
ou aussi: 



*) Jacobi, über die Additionslheoreme der J6e/schen Integrale zweiter und dritter 
Gattung. 

41* 
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22. Briosphiy adi. ä tmriicle No. iS de ce imne. 



II est ainsi dömontre directement que Tintegrale complete de requatioii 
proposee est: 

oü 

/•1 1 / da» , da„^i , , da. \ 



Sur une propriete des determinants. 
Le d^terminant que je me propose d'examiner dans cette note est le 



saiyant: 



»»1 


»I, 


• • • 


«• 


«1 


«J 


• » • 


«n 


Ci,t 


Ci,, 


. . . 


«.,- 


C2,l 


• • • • 




C2,n 



H = 



^n— 2,1 ^n— 2,2 • • • ^n— 2,n 

dans iequel les elemento c^^, sont des quantites constaDtes, les eltoents a^ 
des foDctioDS iineaires des n variables Xi^ 0^29 • • • ^m et les m^ des foncttons 
qaelconques de ces variables. Si Ton suppose: 

«i^i+«2ar2-] h««^» = ö, 

et a^,, = fl^,^^ on a le suivant 

Theoreme. y^Le delerminant U est egal ä 

y^{m^x,']^m^X2-\ Ym^x,)^J, 

y^J etant independant de Xi^ X2^ ... x^.'' 

Je supposerai, pour abreger, n==4 et 



H = 



lux fii2 fn^ 1914 

CCj OC2 ^ ^4 

6| 62 ^3 ^4 

^1 ^2 ^3 ^4 

On a identiqaement: 

rffi , dU 



«1 = «^l + ^-2?2+/'^3+^J?49 

o, = ^j?i-)-ij?2-f-Ä^3H-Ä:F4, 
«4 = ^a:i + Äa?2-f te3 + d^4- 
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et par une proprietö connae des determinants : 








a e f tti 


*i 


Ci 




e b k a. 


*, 


C2 




f h C Oj 
«j «2 O3 


A3 









*X Ä2 *5 










Ci C2 d 









Le d^ierminant du second membre peut dtre transforme en ajoutant 
aux elements de la quatrieme colonne cenx de la premiere multipiies par — j?i, 
ceax de la seconde multipiies par — 0^29 etc. En repetant ensuite roperation 
sur les lignes, on oblient: 






a 


e 


f 


9 


*i 


«1 


e 


b 


h 


k 


b. 


Ci 


f 


h 


c 


l 


*3 


Ci 


9 


k 


l 


d 


*♦ 


c* 


b. 


h 


b. 


b. 








Ci 


Ci 


«3 


c* 









= xU, 



et par consequent: 

Gomme il y avait a demontrer. 
Corolliäre. Si Ton fall: 

miXi'\^nhX2'\ f-iii„a?„— 1 =^ = 0, 

et qu'on suppose x^ fonction des autres variables Xi^ x^^ . . . ^„^9 ^t ^r,«^ ^r,«< 
fonctions des nouvelles variables yi, y^^i ... yn\ les formules connues pour 
la transformation des integrales multiples donnent: 

De cette equation peuvent dtre tires des theoremes analogues a ceux 
que Mr. Jacobi a demontre dans son memoire „De integralibus quibusdam 
duplicibus etc/^ (Voir la quatrieme des lettres de Mr. Rosenhain a Mr. Jacobi. 
Journal de Mr. Crelle T.40.) 
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23. 

Note sur le centre de gravite des figures sph^riqnes. 

(Par Mr. M. Jnllien S. J. ä Paris.) 



Jrlonsieur. Je lis dans volre Journal, tome XLV, page 282, un theo- 
reme remarquable de M. Schellbavh^ dont voici Tenonce: 

^Soient OX, OY, OZ Irois axes quelconques menes par le centre d'une 

„spbere dont le rayon est r; 
j^D Taire d'une figure tracee a volonte sur la surface de cette sphere; 
y^Aj B, C les projections de celte aire, paralleles aux axes, sur ies 

„plans rOZ, ZOX, XOY; 
y^OX\ 0Y\ OZ' de nouveaux axes respeclivemenl perpendiculaires a 

„ces plans; 
y^x\ y\ %' les coordonnees du centre de gravite de )a surface D par 

^rapport a ces axes." 

^ £[ /^ ^ 2^„ 

„un a ^ ^ ^ _ ^, _ ^ . 

La demonstration de Tauteur est assez compliquee; je me propose ici 
d'en donner une demonstration plus simple et mdme elementaire. 

Nommons dD un element de la surface, x\ y\ s' les coordonnees 
par rapport aux scconds axes, a Tanglo que le rayon mene ä cet element 
fait avec la normale OX au plan Y'OZ\ et Ö l'angle des droites OX^ 0X\ 

On a Dx^ = Ix^dD. Or la perpendiculaire abaisse de Teiement dD 
sur le plan Y*OZ' est egale a rcosa^ et, puisque la droite OX' fait un 

angle avec cette perpendiculaire, x' = — -r-, d'oü Dx' ^= r / -^^-^dD. 

^ ^ ^ ' cos/9 ' J cQsB 

Projetons Telement dD sur le plan YOZ parallclement a la droite OX. 
Les lignes projelantes fönt un angle avec la normale OX' au plan de 
projection, et elles fönt un angle a avec le rayon qui aboutit a TelemeDt 
projete. Or, quand on projette une aire plane P sur un autre plan, si ron 
nomme a Tangle que les lignes projetantes fönt avec la normale au prämier 
plan et Tangle qu'elles forment avec la normale au second, la projection 

est egale a ^^P. De lä il resulte que nous avons / — -^dD=^A, et par- 

. .r' r 
consequenl -j = 7T* 

Paris, 13 iMars 1854. 
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24. 

Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmter 

Integrale. 

(Von Herrn Prof. Heine za Bonn.) 



Jacobi hat im 26ten Bande dieses Journals S. 81 gezeigt, dafs der 
Coefficient von a" in der Entwickelung von 

1 

•(1 — 2as-l-a') 
durch das Integral 

^^ ^^ 2nJ (r— y(7'-l)cosv)"+^ ^ 
sich ausdrücken läfst, wenn 

s = J?y — )/(j:' — l)y'(>* — l)cos<p 
gesetzt wird. Jener EntwickelungscoSfficient wird aber bekanntlich zu 



so dafs die Gleichheit der Ausdrücke (il. und B.') nachgewiesen ist. Jacohi 
hat diese Gleichheit gefunden, indem er nuf die erzeugenden Functionen zu- 
rfickging: hier soll ein directer Beweis davon gegehen werden. Dieselbe 
iMethode, welche ich hier anwende, habe ich mit Vortheil auch auf ähnliche 
Entwickelungen ausgedehnt, deren bereits in einer früheren Abhandlung er- 
wähnt ist, und auf welche ich nächstens zurückkommen werde. 

Um imaginäre Substitutionen zu vermeiden, stelle man sich x und y 
gröfser als 1 vor. Ist das Endresultat, auf welches Jacobi hinzielt, für diesen 
Fall bewiesen, so gilt es offenbar auch noch, wenn x und y beliebige reelle 
oder imaginäre Gröfsen bezeichnen. 

Zunächst zerlege man das Integral in (/l.) in eines zwischen den 
Grenzen und n, und in eines zwischen n und 2n. Man bringe das letztere 
auf die Grenzen und n; dann unterscheidet es sich von dem ersten nur 
dadurch, dafs in jenem — tp steht, wo dieses tp enthälL Setzt man in beiden 
so entstehenden Integralen: 



334 ^- Heine, über zwei gewitae be»ti$nmte Integrale. 

siot; 
smV 



r+cosiy/ir*— i) ' 



#= ''" 



so wird, wShrend if von bis n wächst, auch t] von bis n zunehniMi. 
Das erste Integral von den aus (J.) entstandenen, verwandelt sich dadurch, 
ohne dafs es eines weiteren Kunstgriffes bedflrfte, in 

f 

das zweite in 

wenn ein solcher, offenbar reeller Bogen ist^ dafs 

cosÄ.yC-' — 1) = y.y{x^—i)cos(p — x.-^(y^—i)^ 
sind.^iz^—i) = s\n(p.^{x^—i). 

Ihre Somme ist also 

P"{z-^{e — \)co%{e-ri)ydri, oder J^'^iz -^(z" - i) cos fiyätj; 

wie es sein roufste. 



Die Substitotion, deren ich mich hier bediente, rOhrt von Jaeobi her, 
der sie anwandte um die Gleichheit der Integrale 

/(C0sd4-isindC0S17)''dl7 und / 7; , . ! ^., -rrr 
^ ' // / j (cos Ö+< sin 000817)"+* 

nachzuweisen. Ich fand sie in einem nachgelassenen Manuscripte, aus dessen 
erstem Theile die erwähnte Abhandlung im 26teii Bande des Journals ent- 
standen ist. Jaeobi hat sie bei der Ausarbeitung nicht erwähnt; vielleicht weil 
er eine im Wesentlichen gleiche Substitution schon im 15ten Bande des Jour- 
nals S. 11 zum Beweise eines £?ti/«r'schen Resultats anwandte« welches mit 
der im 26ten Bande S. 85 bewiesenen Formel äbereinstimmt. Es rQhrt von 
mir daher nur der Gedanke her, diese Substitution zum Beweise der Gleich- 
heit der Ausdrücke QA. und A.) zu benutzen. 
Bonn, im November 1854. 



Verzeichnisse 

des Inhalts und üinfangs der Bftnde 1 bis 50 

dieses Journals. 



Tables des maMeres 

des tomes 1 — 50 de ceJaumaL 
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Vorbemerkung. 



Avis preliminaire. 



Eis sind am Schlosse des 10., 20., 30. 
und 40. Bandes dieses Journals Inhaltsver- 
zeichnisse 
I. Der je vorhergegangenen 10 Bände, 

nach alphabetischer Ordnung der 

Namen der Mit-Arbeiter und 
IL Je aller vorhergegangenen Bande, 

nach den Gegenständen 
gegeben worden. Es könnte also hier am 
Schlüsse des 50. Bandes wieder Ähnliches 
für die fünften zehn Bände geschehen. 

Aber es wurde dann für die Leser des 
Journals allzu beschwerlich sein, eine Ab- 
handlung, A\h man sucht, zu finden. Wollte 
man z. B. einen Aufsatz nachschlagen, von 
dessen Verfasser man den Namen kennt, 
so mufste man diesen Namen erst in allen 
fünf Inhaltsverzeichnissen I. suchen. Wollte 
man Etwas suchen, blofs nach dem Gegen- 
stande, von welchem es handelt, so möfste 
man die Nummer der gesuchten Abhandlung, 
welche das Verzeichnifs IL angiebt, wiederum 
erst in allen fünf Inhaltsverzeichnissen auf- 
schlagen, und folglich in beiden Fällen die 
5 Bände 10, 20, 30, 40 und 50 zur Hand 
haben. 

Deshalb erfolgen hier Inhaltsverzeich- 
nisse : 
L Nach alphabetischer Ordnung der 

Namen der Mit-Arbeiter; 
IL Nach den Gegenständen ihrer 

Beiträge; 
beide alle 50 Bände umfassend; 
so dafs man also nun beisammen hat, was 
alle 50 Bände enthalten, und das Gesuchte 
unmittelbar finden kann. 



Jmji boui des tomes iO, 20, 30 et 
40 de ce Journal, on a donn^ des iaMes 
de maiidres: 

/. Par ordre alphaheiique des noms des 
coUaborateurSj pour chaque d^- 
cade des iomes qui pr^cddent; 
II. Selon les sujeis des m^moires, pour 
ious les iomes qui precddeni. 
Mainienani donc, au boui duöO^'iome, 
une iable de maiidres pareille ä I,, pour^ 
raii dtre donnee pour la cinquiime d^cade 
de iomes, ei une iable pareille ä IL, pour 
ious les ÖO iomes. 

Mais il seraii alors irop incommode 
pour les lecieurs du Journal, de irouver 
ce qu^on y cherche. Si par ex. on voti- 
laii avoir un memoire doni on connaii le 
nom de tauieur, il faudraii feuilleier 
ious les cinq iables /• pour irouver ce 
nom ei tariicle d^sire. Si Von voulaii 
avoir les mAnoires d*un auieur sur un 
sujei ddiermin^, on auraii encore ä feuiU 
leier les cinq iables /. pour irouver les 
numdros des ariicles quHndique la iable II. 
Donc, dans les deux cas, il faudrtüi avoir 
sous la main ious les cinq iomes iO, 20, 
30, 40 ei SO. 

Cesi par ceiie raison qu^on donnc 
ici, pour faciliier la leciure du Journal, 
des iables des maiidres suivanies qui em- 
brasseni i^us les cinquanie iomes: 
savoir: 

I. Par ordre alphabdtique des 

noms des collaboraieurs, 
IL Selon les sujeis des ariicles; 
de sorie que ccs deux iables offreni un 
42* 
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2Ö. Verzeichnisse des Inhalts und ümfangs der Bände / bis ÖO, 



Diesen Inhaltsverzeichnissen I. und IL 
gehen folgende allgemeine, sogenannte sta- 
tistische Cbersichten des Journals voraus; 
nämlich : 

A. Der Zeil der Ausgabe der verschie- 
denen einzelnen Bände, des Urofangs der- 
selben, der Zahl der zugehörigen Figuren- 
tafeln, anderer lithographirten Tafeln und 
der den verschiedenen Bänden beigegebenen 
Facsimile's der Handschrift berühmter ver- 
storbener Mathematiker. 

B. Der Anzahl der Mit- Arbeiter, der 
ihrer Beiträge und des Umfangs derselben, 
nach den verschiedenen Ländern und nach 
den verschiedenen Sprachen gesondert, in 
Vielehen die Beiträge geschrieben sind. 

C. Der Anzahl der Beiträge der ein- 
zelnen Mit-Arbeiter, nach alphabetischer 
Ordnung ihrer Namen; so me des Ge- 
sammt- Umfangs der Beiträge, in den ver- 
schiedenen Sprachen. 

Diese allgemeine Cbersichten dürften nicht 
ohne Interesse sein. 

* Der Herausgeber des Journals wird das- 
selbe ferner fortsetzen. Am Schlüsse des 
letzten Bandes wird er Nachträge zu den 
gegenwärtigen Inhaltsverzeichnissen geben, 
so eingerichtet, dafs sie für die auf den 
50. Band folgenden Bände auf eine bequeme 
Weise die gegenwärtigen Verzeichnisse er- 
gänzen. 



aperfu de toui ce qui se trouve dans le 
Journal. 

Ces iables I. ei II. seroni prdcddes 
des aperqus suivanis, soii-disani staii' 
stiques, du Journal: 

A. Des ann^es dans lesquelles les dif' 
ferenis iomes oni paru; des nombres des 
feuilles et pages quUls eoniienneni; du 
nombre des tables de figures et d*autres 
tables Uthographids y relatives, ainsi que 
des FaC'simile de Pticriture de geotndtres 
ceUbres ddcedes: 

B. üu nombre des collaborateurs, 
des articles quHls ont contribuA an jour^ 
nalj et des volumes tolaux de ces articles; 
separes selon les differenis patjs ei les 
dlfferentes langues dans lesquelles les 
memoires sont Berits: 

C. Du nombre des memoires que chaque 
collaboraieur a fourni, par ordre alpha' 
bdtique des noms des auteurs, et du total 
des feuilles que contiennctU leurs mAnoires 
dans les diffirentes langues. 

Ces aperfus gcneraux ne seront pas^ 
comme il parait, sans intdrii. 

Le redacieur continuera la pubUcation 
du Journal, Au bout du dernier tarne 
il donnera des supplemetds de tous les 
tables qu'on voii ici, arrangds de mamire 
qu'ils les compUteront ais^ent pour les 
tomes qui suivront encore le tome SO. 



23. Verzeichnisse des Inhalts und ümfangs der Bände / bis HO. 
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Ä. 



In dieser Oberschriftstafel giebt an: 
Die Spalte fl. die Nammer des Bandes; 



9. das Jahr der Aasgabe des Bandes; 

8. die Zahl der Bogen und Seiten, 
welche der Band einnimmt; 

4. die Anzahl der zn dem Bande ge- 
hörigen Fig uren tafeln ; 

ft, die Zahl anderer zu dem Bande ge- 
hörigen lithographirten Tafeln; 

•. die Zahl der dem Bande angehängten 
Fac-similes der Handschrift verstor- 
bener berühmter Mathematiker. 



Cet ttper^u donne dnns Ja 
Cohnne i. le numero du lome ; 

9' Vnnnee de «a publication; 

8. le nombre des feuiHes et den payes que 

le tome confient; 
A, le nombre des tnbles des fignres qui ap- 

pariiennent au tome; 
ft' le nombre des autres idbles Hthographiees 
relatives au tome; 
- • Ic nombre des Fac-simile de Vecriture de 
giomktres ccldbres decedes. 



1. 


«. 


a 


\. 


4 


1. 


1826 


48 


4 


5 


2. 


1827 


50 


- 


5 


3. 


1828 


51 




4 


4. 


1829 


50 




3 


5. 


1830 


52 




3 


6. 


1830 


52 




4 


7. 


1831 


52 




3 


8. 


1832 


52 




4 


9. 


1832 


51 




1 


10. 


1833 


49 




4 


11. 


1834 


51 




5 


12. 


1834 


45 




2 


13. 


1835 


45 




3 


14. 


1835 


47 




3 


15. 


1836 


47 


2 


I 


16. 


1837 


47 


- 


3 


17. 


1837 


49 


2 


3 


18. 


1838 


47 


- 


5 


19. 


1839 


48 


4 


3 


20. 


1840 


47 


2 


4 


21. 


1840 


47 


4 


2 


22. 


1841 


47 


4 


2 


23. 


1842 


47 


4 


1 


24. 


1842 


47 


6 


4 


25. 


1843 


49 


4 


2 



e. 


I. 


». 


8 


• 


4. 


- 


26. 


1843 


46 


. 


3 


- 


27. 


1844 


47 


4 


- 


- 


28. 


1844 


47 


4 


3 


- 


29. 


1845 


47 


- 


- 


- 


30. 


4846 


46 


- 


2 


- 


31. 


1846 


44 


6 


7 


- 


32. 


1846 


45 


4 


4 


- 


33. 


1846 


47 


- 


_ 


- 


34. 


1847 


47 


• 


3 


. 


35. 


1817 


46 


«. 


1 


— 


36. 


1848 


45 


4 


4 


. 


37. 


1848 


46 


4 


3 


. 


38. 


1849 


46 


2 


1 


- 


39. 


1850 


45 


6 


- 


- 


40. 


1850 


48 


2 


5 


•m 


41. 


1651 


46 


4 


2 


- 


42. 


1851 


47 


2 


2 


- 


43. 


1852 


46 


6 


6 


. 


44. 


1852 


47 


• 


4 


. 


45. 


1853 


47 


4 


10 


. 


46. 


18.')3 


48 


4 


7 


- 


47. 


1854 


47 


4 


• 


5 


48. 


1854 


52 


- 


2 


4 


49. 


1854 


46 


2 


8 


4 


50. 1855 
Zusammen ! 


50 


4 


4 




2402 


6 


160 






(Total.) 









ft. 



e. 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 



77 
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2S. Verzeichni»$e des Inhallt und umfang» der Bände / hU SO. 



B. 

In dieser Übersicht gieht an: 
Die Spalte i. die Anzahl der Mit-Arbeiter, geson- 
dert nach den yerschiedenen Ländern ; 
- - 9. die Anzahl ihrer Beiträge; 

8. den Umfang ihrer Beiträge, in Bogen. 

1. It. a. 

Aus dem Preufsischen Staate 111 664 1394 
Aus dem übrigen Deutschland 41 193 404 

Aus der Schweiz 7 53 77 

Aus Holland 4 9 11 

Aus Belgien 4 18 50 

Aus Frankreich 17 57 142 

Aus Italien 9 20 56 

Aus England 10 32 46 

Aus Danemark 3 18 16 

Aus Schweden und Norwegen 8 55 108 

Aus Rufsland 16 51 62 

Ungenannte 28 47 15 

Zusammen 258 1216 2381 
Also aus dem Preufsischen 

Staate Hl 664 1394 

Von aufserhalb Preufsen . . 145 553 987 
Von den Beitragen sind geschrieben: 
1480 Bogen in deutscher Sprache, 
303 - - lateinischer Sprache, 
573 - - französischer Sprache, 
14 - - englischer Sprache, 
11 - - italienischer Sprache. 
2381 Bogen zusammen. Also 

1480 Bogen in deutscher Sprache, 
901 - - andern Sprachen. 
Die 50 Bände sind herausgekommen in 
29 Jahren und 8 Monaten. 



Cef aper^ donne dams In 
Colonnc 1. U nomhn des colUtboraiemrs , speeißda 
telon leg diffenntg pays; 
9. le mmbre rf« Uurs m^motrt«; 
8. /« nambre de$ feuiUes ^*t7« coftfieimeiil. 

1. «. s. 

Des iiais de la Prnsse .111 664 1394 

Des auires pays Allemands 41 193 404 

De la Suisse 7 53 77 

Des Pays-bas 4 9 U 

De la Belgiqne 4 1& 50 

De la France 17 57 142 

De tlialie 9 20 56 

De PAngleterre 10 32 46 

Du Danemarc 3 -18 16 

DelaSiiddectduNorvigue 8 55 108 

De la Rnssie 16 61 62 

Anonymes 28 47 15 

Total 258 1216 2381 

Donc destiats de la Prusse 111 664 1394 

D'auires pays 145 553 967 

Du contenu du Journal sont ^criU: 
1480 feuilles en allemandj 
303 - - latin, 
573 - - fran^ms, 
14 - - anglais, 

11 - - italien. 

Total 2381 feuilles; donc 

1480 feuilles en allemand^ 
901 - - d*autres langue». 
Les SO tomes du Jourttal ont St^pU' 
blies en 29 ans et 8 mois. 



SS. Verzeiehmsie de» Inhalt» und Umfang» der ßättde i hi» äO. 



331 



C. 



In der folgenden Obersiebt giebt an: 
Die Spalte I. die Nammer und 

- 9. die Namen und Heimatb der ein- 

zelnen Mit -Arbeiter aus dem fol- 
genden InhaltsYerzeichnifs L; 

- S. die Anzahl ihrer Beiträge; 

4. S. S, 9. 9. den Umfang der Yon 
den einzelnen Mit- Arbeitern in 
deutscher, lateinischer, französi- 
scher, englischer oder italienischer 
Sprache geschriebenen Aufsätze; 
- - •. den gesammten Umfang der Bei- 
träge der einzelnen Mit-Arbeiter. 



Vaper^ suivnHt donne dnns In 
Cohnnet, les numeros; 

9. les notM et U$ domicilee des differenis 

coUahoraUun suivant In tnble des ma- 

iih'es i, qui euU; 
S. le nomlre de teure memoiree; 
4. ft. S. 9. 9. le nombre dee pmges qm 

vontiennent leure mhnoiree en lantffte 

allemnnde^ laiiney fran^iee, anglniee 

ou italienne; 
9. le nombre dee feuÜlee et payee que co«- 

tienneut en total les articles de ^aque 

coUabornteur, 



i. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
U. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 



9. 
f iV. H. Abel aus Christiania . . 

Afnsler zu Zürich 

Aoust za BesanQon . . . . • 

F. Arendt zu Berlin 

5. Aronkold zu Berlin .... 
0. 6. I>. Aubert zu Christiania . 
Aubertin zu Hühlheim am Rhein . 

August zu Berlin 

Balzer zu Dresden 

BcttauitU zu Padua 

Bauer zu Stettin 

BergiuB zu Upsftla 

Bernardi zu Modena 

Beyer zu Neu-Stettin 

K 6. Björling zu Upsftla . . . 
Buoncotnpagni zu Rom .... 
(7. A, Borchardt zu Berlin . . . 
V. Bouniakotoshj zu St. Petersburg 
Brennehe zu Berlin '..... 
C A. Brettschneider zu Gotha . 

Brioschi zu Pavia 

Brix zu Berlin 

0. J. Brach zu Christiania • . . 
Ch. Broohe zu Cambridge . . . 

Brune zu Berlin 

Bruun zu Odessa 

Burg zu Wien 

Catalan zu Paris 

Cayley zu London 

Chelini zu Rom 

Clausen zu Altona 

Clausius zu Berlin ...... 

CoUins zu St Petersburg. . . . 

A. Cournot zu Paris . . * . . 
A. L. Crelle zu Berlin .... 

Dahse zu Berlin 



8. 


4. 


A. 


e. 


*. 


8. 


B. 


24 


133 


- 


249 


.- 


• 


47, 6 


3 


34 


. 


- 


- 


- 


4, 2 


1 


_ 


_ 


7 


- 


-. 


- 7 


10 


47 


30 


- 


- 


- 


9, 5 


1 


20 


. 


- 


• 


- 


2, 4 


1 


11 


- 


- 


- 


- 


1, 3 


i 


9 


. 


. 


- 


- 


1 1 


2 


9 


- 


- 


- 


- 


1, 1 


i 


19 


- 


- 


.- 


- 


2, 3 


i 


. 


- 


3 


• 


- 


- 3 


^ 


26 


.. 


- 


- 


. 


3, 2 


i 


- 


27 


- 


- 


- 


3, 3 


1 


• 


- 


• 


- 


6 


- 6 


1 


7 


- 


- 


- 


• 


- 7 


1 


.. 


5 


.. 


- 


. 1 


- 5 


1 


«. 


« 


23 


• 


- 


2. 7 


2 


8 


«. 


36 


- 


. 


5, 4 


1 


4 


- 


- 


w 


- 


- 4 


i 


_ 


~ 


5 


• 


. 


- 5 


3 


46 


29 


. 


» 


• 


9, 3 


3 


. 


. 


14 


. 


.. 


1, 6 


1 


17 


• 


. 


• 


m^ 1 


2, » 


3 


2 


- 


105 


. 


. 


13, 3 


i 


_ 


• 


. 


2 


.» 


- 2 


4 


13 


.. 


. 


- 


. 


1, 5 


1 


4 


. 


• 


.. 


. 


- 4 


3 


5 


- 


- 


- 


- 


- 5 


i 


- 


• 


1 


. 


. 


- 1 


19 


- 


. 


220 


.. 


• 


27,4 


1 


— 


• 


. 


« 


1 


- 1 


36 


113 


12 


- 


. 


. 


15, 5 


2 


57 


• 


• 


. 


- 


7, 1, 


i 


8 


.. 


mm 


. 


mm 


1 - 


2 


• 


mm 


69 


. 


. 


8, 5 


44 


689 


- 


498 


~ 


.. 


148, 3 


1 


1 


• 


. 


• 


mm 


. 1 
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2Ö. Verzeichmtse des Inhaltt und Umfangt der Bände / bis äO. 



37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 
47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52 
53. 
54. 
55. 
56. 
57 
58. 
59. 
60. 
61. 
62. 
63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
73. 
74. 
75. 
76. 
77. 
78. 
79. 
80. 
81. 
82. 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 



9. 

A. V. Davidof in Moskau . . . 

Deakna zu Cassel 

Dedehind zu Göttingen . . . 

Despei/rout zu Paris 

Dienger zu Carlsruhe . . . . : 

f Dieilein zu Berlin 

Dipfie zu Halle 

Lejenne-Üirichlei zu Berlin . , 
f E. H. üirksen zu Berlin . . , 
Druckenmüller zu Berlin . . , 

fyurtxts ZU Berlin 

Eberti zu Berlin 

Eisvnlohr zu Carlsrulie . . . . 
f G. Eisenstein zu Berlin. . . . 

Enke zu Berlin 

f J. A. Eytelwein zu Berlin . , 
Fasbender zu Iserlohn . . . , 
L. t'cldt zu ßraunsberg ... 
A. Fischer zu Königsberg in Pr. 
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I. 



Inhaltsverzeichnifs 

der Bände 1 bis 50 des Journals nach 

alphabetischer Ordnung der Namen 

der Mit-Arbeiter. 



Table des matteres 

des tomes 1 — 60 du Journal par 

ordre alphabetique des noms des 

collaborateurs. 



Die Überschriften geben die Namen und den 
Wohnort der Mit-Arbeiter an; Wo der jetzige 
Wohnort dem Herausgeber unbekannt ist, hat 
er den Ort gesetzt, an welchem die neusten Ab- 
handlungen geschrieben sind. Die Titel der Herrn 
Verfasser hat der Herausgeber angegeben, so gut 
sie ihm bekannt sind. Sollte dabei hie und da ge- 
fehlt sein und die jetzigen Titel gegen diejenigen, 
welche auf die neuesten Beiträge passen, sich 
▼erändert haben, so ist der Irrthum nur daraus 
entstanden, dafs der Herausgeber die jetzigen Titel 
der Herrn nicht kennt, und er bittet dann deshalb 
um Verzeihung. 

Vor den Namen Derjenigen, von welchen der 
Herausgeber bestimmt weifs, dafs sie sich jetzt 
nicht mehr am Leben beünden, ist ein f gesetzt. 
Die Nummern in den Überschriften sind die- 
jenigen, auf welche sich die Übersicht C. bezieht. 
Von den 6 Spalten des Verzeichnisses giebt 
A* die Nummer der Abhandlung an, auf welclie 

sich das Inhaltsverzeichnifs ü. bezieht; 
0; den vollständigen Titel der Abhandlungen ; 
C. D. C«* die Zahlen des Bandes, Heftes und 
der Seite, wo die Abhandlung im Journale 
gefunden wird; 
W. die Zahl der Seiten, welche die einzelnen 
Abhandlungen einnehmen. 



On trouve dans celie table au dessus des UsUs 
des memoires des differents coUahorateurs U nom 
et le domicile de chacun d*eux. Dans les cos oii 
Vediteur ignore le domicile actuel des auteurs, 
il a mis celui dans lequel les memoires les plus ti^ 
Cents ont ete ecrits, Les titres des aüteurs omi 
cte donues aussi exaclement que Vediteur les connait. 
Si peut Hre ici des erreurs s'etaient glissees ei que 
les titres actuels des collaborateurs differeraient 
de ceux qui leur etaient dus ä Vepoque ou Üs caw^ 
posaient leurs plus recents articles^ la cause en est 
uniquement que Vediteur ne connait.pas les titres 
actuels des auteurs, et il prie de vouloir hien ex- 
cuser ses erreurs. 

On a mis uns f deuant les noms des collabora- 
teurs dont Vediteur sait avec suretS qu'ils soni ntorts. 

Les numeros mis devani les noms des auteurs 
sont ceux auxquels se rapporte Vaper^u C, 

Des six colonnes de la table 
Celle A. contient les num^os des ariicles auxquels 

se rapporte la table U; 
Celle JB. donne le titre complet des memoires; 
Celles V, D. £. donnent les numeros des tomes, 
cahiers et pages oit-Von trouve les memoires; 
Celle W, donne le nombre des pages que contient 
le memoire. 



i. I. n. 



A. B. C. D. C 

1. f Dr. N. H. Abel aus Christiania in Norwegen. 

1. Untersuchnng der Functionen zweier unabhängig veränderlichen 
Gröfsen jt' und y, wie f(x,y)y welche die Eigenschaft haben, dafs 
f(j^^f(»i'ßy)) eine symmetrische Function von z, x und r ist. . . 

2. Beweis der Unmöglichkeit, algebraische Gleichungen von hohem 
Graden als dem vierten allgemein aufzulösen ' . . 

3. Bemerkungen über die Abhandlung Nr. 4. Sejte37 Heftl. Band 1. . 

4. Auflösung einer mechanischen Aufgabe 

5. Beweis eines Ausdrucks, von welchem die Binomial-Formel ein ein- 
zelner Fall ist 1. U. 159. 

^— wenn A und q 



i. 


I. 65. 


20. 


1. 


II. 117. 


1. 


1. 


II. 153. 


5, 



6. Ober die Integration der Differential-Formel 



VR' 



ganze Functionen sind 1. III. 185. 36. 

_ „ . , -u j- o -u 1 I "* 1 »».»» — 1 . , I».»» — l.iw — 2 
7. Untersuchungen über die Reihe i-f-r-x-\ 5 — x ■{■ 



1 



2.3 



-x\ 1. IV. 311. 29, 



3. 


I. 79- 


3. 


3. 


IL 160. 


30. 


3. 


Ifc 212: 


i. 
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A. B. C. D. E. F. 

8. Über einige bestimmte Integrale 2. I. 22. 9. 

9. Recherches sur les fonclions elliptiques. 2. IL 101. 80. 

10. Theoremes et problemes. ... % 2. itl. 286. 1. 

11. Über die Functionen, welche der Gleichung ^>^-\-^y = ^{xfy-\-yfx) 

genugthun 2. IV. 386. 9. 

12. Note sur le memoire de Mr. L. Olivier Mo. 4. du tome 2. de ce 
Journal, ayant pour titre: Remarques sur ies series infinies et leur 
convergence; suivi d'une remarque de Mr. L. Olivier sur le mdme objet. 

13. Recherches sur les fonctions elliptiques (Suite du memoire No. 9.) . 

14. Aufgabe aus der Zahlentheorie (S. C. G. J. Jacobi No. 14.) . . . 

15. Remarques sur quelques proprietes generales d*une certaine sorle 

des fonctions transcendantes 3. IV. 313. 11. 

16 Sur les nombres des transformations differentes, qu'on peut faire 
subir ä une fonction elliptique par la Substitution d'une fonction donne 
de Premier degrö 3. IV. 394. 8. 

17. Theoreme general sur la transformatien des fonctions elliptiques de 

la seconde et de la troisieme espece 3. IV. 402. 1. 

18. Note sur quelques formules elliptiques 4. I. 85. 9. 

19. Memoire sur une classe particuliere d'equations resolubles algebri- 

quement 4. II. 131. 26. 

20. Theoremes sur les fonctions elliptiques ^. II. 194. . 6. 

21. Demonstration d'une propriete generale d'une certaine classe de 

fonctions transcendantes. . . 4. II. 200. 2. 

*22. Precis d'une theorie des fonctions elliptiques I4 IV 309I ^^* 

23. Mathematische Bruchstucke aus Abels Briefen 5. IV. 336. 8. 

24. Fernere mathemalische Bruchstücke aus Abels Briefen. Schreiben Abels 

an Lcgendre 6. I. 73. 8. 

2. Dr. J. Am sie r, Privatdocent an der Universität zu Zflrjch. 

1. Neue geometrische und mechanische Eigenschaft der Niveauflöchen. 42. IV. 314. 11. 

2. Zur Theorie der Anziehung und der Wärme 42. IV. 3i6. 11. 

3. Über die Gesetze der Wärmeleitung im Innern fester Körper; unter 
Berücksichtigung der durch ungleichförmige Erwärmung erzeugten 

Spannung 42. IV, 327. 21. 

3. Mr. TAbbe Aoust, Professor der reinen Mathematik 

zu BesanQon. 

1. Integration des equations aux differences partielles simultanees d'une 

certaine classe 47. IV. 369. * 7. 

4. Dr. F. Arndt, Privatdocent an der UniversitSt zu Berlin. 

1. Über die Summirung der beiden Reihen 

n — ^ri +"«:>'« +(— l^jKn und 

in welchen die Gröfsen y willkürlich und die CoefGcienten Binomial- 
Coefiicienten des ganzen Exponenten n sind, mittels höherer Diffe- 
renzen und Summen 31. III. 235. 11. 

2. Nova solutio problematis determinandi multitudinem numerorum, qui 

ad numerum aliquem sint primi eoque minores 31. III. 246. 3. 

3. Entwickelung der Summe der nien Potenzen der natürlichen Zahlen 

nach den Potenzen des Index, mittels des Taylorsdieu Lehrsatses. . 31. III. 248. 4. 
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4 Über die Bernoulli^sche Methode, summirbare Reihen zn finden. . 3i. III. 253 

5. Nova roethodus determinandi multitudinem radicam congnientiae 

j:^ ^ 1 (mod. Jtf ), aliaque ad hanc materiam spectantia 31. III. '259 

6. Demonstratio duorum theorematum, Gaussianis bis generaliorum etc. 31. IV. 326 

7. Demonstratio nova theorcmatis Wilsoniani etc. 31. IV. 329 

8. Disquisitiones de residuis cujasvis ordinis 31. IV. 333 

9. Bemerkungen über die Verwandlung der irrationalen Quadratwurzel 

in einen Kettenbruch 31. IV. 343 

10. Bemerkungen zu einer gewissen Methode, die Gleichung eines durch 

vier Puncto gehenden Kegelschnitts auszudrucken 35. I. 83 

5. Dr. S. Aronhold, zu Berlin. 

1. Zur Theorie der homogenen Functionen dritten Grades von drei 

Variablen 39. II. 140 

6. Dr. 0. 6. D. Au her t, Professor der Mathematik 
zu Christiania in Norwegen. 
1. Bemerkungen zu den Aufgaben und Lehrsätzen Band 2. S. 96 bia 98. 5. IL 163 

7. Aubertin^ Notar zu Mülheim bei Colin a. R. 
1. Einige Andeutungen über ein neues Coordinatensystem, und Anwen- 
dung desselben auf die Aufgabe: In einem gegebenen Kegelschnitt 
ein Dreieck zu beschreiben, dessen drei Seiten durch gegebene 
PuQOte gehen 45. II. 246 

8. Dr. E. F. August, Director des Cöllnischön Gymna- 

siums zu Berlin. 

1. Eine Eigenschaft des Kreises. . 17. IV. 387 

2. Elementar- stereometrischer Beweis für die Anwen,dung der allgemei- 
nen Cubaturformel für Körperstumpfe auf solche Körper , die durch 

Rotation eines Kegelschnitts um eine Haupt-Axe entstehen. ... 45. III. 23 

9. Dr. R. Baltzer, Oberlehrer vom Gymnasio zu Dresden. 

1. Behandlung einiger Grund-Aufgaben der analytischen Geometrie im 

schiefwinkligen Coordinatensysteme 46. IL 1 

10. Bellavitis^ Professor an der Universität zu Padua. 
1. Nouvelle regle pour reconnattre en plusieurs cas l'absence de racines 

reelles d'une öquation algebrique dans un intervalle donne. ... 50. III. 

11. Dr. Bauer, zu Stettin. 
1. Beweise einiger geometrischer Lehrsätze 19. III 

12. Dr. A. T. Bergius, Professor an der Universität zu 

Upsälä. 
1. De orbitis cometarum ex observationibus determinandis commentatio. 25. I 

13. Dr. Ant. Bernardi«, zu Modena. 
1. Intomo agl'intimi movimenti osservati nei muri dell' osservatorio di 
Modena 80. 

14. Dr. Beyer, zu Neo-Stettin. 
1. Verschiedene mathematiscke Aufgaben und Sätze 7 
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15. Dr. E. 6. Björling, Professor der JUathematik an 

der Universität zu Upsäla. 
i 
1. In deteminalionem coeflicientium (/„ in pag. 277 seq. tom. XXV hujus 

Diarii relalorum iGruneri No.H) 28. III. 284. 5. 

16. B. Buoncompagni, Mathematiker zu Rom. 
i. Recherches sur les integrales definies 25. I. 74. 23. 

17. Dr. C. A. Borchardt, Universitätsdocent zu Berlin. 

1. Neue Eigenschaft der Gleichung, mit' deren Hülfe man die seculären 

Störungen der Planeten bestimmt 30. I. 38. 8. 

2. Application des transcendantes Abeliennes ä la tb^orie des fractions 

conlinues 48. I. 69. 36. 

18. V. Bouniakowsky, Akademiker zu St. Petersburg. 

1. Auflösung der Aufgabe No. 19. S. 99 Bd. 2. Heft! 3. IV. 347. 4. 

19. Dr. Brenneke, damals zu Berlin. 

1. Sur le theorÄme de V^ilson 19. IV. 319. 5. 

20. C. A. Bretschneider^ Professor der Mathematik 

zu Gotha. 

13 II 1451 ^* 

2. Theoriae logarithmi integralis lineamenta nova '. . 17. III. 257. 29. 

3. Tafeln Tür die Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. ... 46. I. 1. 23. 

21. Brioschi, Professor an der Universität zu Pavia. 

1. Sur quelques questions de la geomötrie de position 50. in. 233. * 7. 

2. Sur deux formales relatives ä la theorie de la d^composition de 

fractions rationnelles 50. lU. 239. 4. 

3. Additions ä l'article No. 15. page 239 de ce tome. . . . . 50. IV. 318. 4. 

22. Brix, Geheimer Regierungsrath zu Berlin. 

1. Über die Bestimmung des Inhalts und des Schwerpuncts einer ge- 
wissen Gattung von Körpern, die zwischen zwei parallelen Endflächen 
enthalten sind 25. II. 129. 17. 

23. Dr. 0. J. Broch, Professor der Mathematik zu 
Christiania in Norwegen. 

1. Sur quelques propriet6s d'une certaine classe de fonctions trans- 
cendantes 20. II. 178. 11. 

2. Memoire sur les fonctions de la forme /r*"y''+7(x^)(Ä(jr^))"^öjr. ^ j||; ^^ 94. 

3. Auflösung einer geometrischen Aufgabe. 40. III. 233. 2. 

24. Ch. Brooke, Professor der Mathematik ^ 

zu Cambridge. 
1. Solution of the partial - diJQTerential equation to the motion of sound 

in Space. 13. ID. 260. 2. 

25. Brune^ Rechnungsrath zu Berlin. 
1. Gröfstes Quadrat im Dreieck . 15. IV. 365. 2. 
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2. Neue Sterblichkeils -Tabellen für Willwencassen. . 16. I. 58. 7. 

16 IV 373J ^' 

4. Eine Eigenschaft des Vierecks 22. IV. 379. 1. 

26. Dr. Bruun, Professor zu Odessa. 

1. Einiges von Kegelschnitten 16. III. 215. 4. 

27. Burg, Professor der Mathematik zu Wien. 

1. Allgemeine Entwickelung von (jr-f «)" 1. IV. 367. 1. 

2. Beweis für das Kräften -Parallelogramm 1, IV. 369. 1. 

3. Über die Existenz der Wurzeln einer höhern Gleichung mit einer 

Unbekannten 5. n. 182. 3. 

28. E. Catalan, Professor der Mathematik zu Paris. 

1. Note sur Tequation J7'" —;''" = 1 27. 11. 192. 1. 

29. A. Cayley, Professor der Mathematik zu London. 

1. Note sur deux formales donnees par M'^ Eisenstein et Hesse. . . 29. I. 54. 4. 

2. Memoire sur les hyperdeterminants 30. I. 1. 37. 

131. m. 213 1 

34. III. 2701 

38 I 97 \ 34 

38 II 101/ 

41. I.. 661 

41. I. 84) 1. 

4. Probleme de geomelrie analytique 31. III. 227. 4. 

iQO Tf ii9) 

38 I 93( ^' 

6. Recherches sur Telimination et sur la theorie des courbes. ... 34. I. 30. 16. 

7. Note sur les hyperdeterminants ^ 34. II. 148. 5. 

8. Note sur les fonctions ellipliques 37. I. 58. 3. 

9. Note sur les fonctions du second ordre 38. II. 105. 2. 

10. Note sur quelques formules relatives aux coniques 39. I. 1. 3. 

11.* Sur le Probleme des contacts 39. I. 4. 10. 

12. Note sur un Systeme de certaines formules 39., I. 14. 2. 

13. Not6 sur quelques formules qut se rapportent ä la multiplication des i36. I. 16) Mg. 
fonctions ellipliques (41. I. 85) 

14. Note sur Taddition des fonctions elliptiques. ... * 41. I. 57. 9. 

15. Memoire sur les coniques inscrites dans une m6me surface du second 

ordre 41. J. 73. 8. 

16. Note sur requation x'^^^—i = 0. 41. I. 81. 3. 

17. Note sur la theorie des Hyperdeterminants 42. IV. 368. 4. 

18. Nouvelles recherches sur les^Covariants • 47. II. 109. 16. 

19. Sept diiTerents memoires d'analyse: 

I. Reponse ä une question proposee par Mr. Steiner. 
II. Sur un th^oreme de Mr. Schlüffli. 

III. Remarques sur la notation des fonctions aigöbriques. 

IV. Note sur les covariants d'une fonction quadratique, cubique ou\ 
biquadratique ä deux indeterminees. NSO. IV. 277. 36. 

V. Sur la transformation en eile meme d'une fonction quadratique [ 
par des substitutions lineaires. 

VI. Recherches ulterieures sur les dcterminants gauches. 
VII. Recherches sur les Matrices, dont les termes sont des fonctions 

lineaires d'une seule indeterminee. 
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30. D,.Chelini, Professor der Mathematik zu Rom. 

1. Jacobi in Roma (articolo necrologico). 42. I. 93. i. 

31. Dr. Th. Clausen, damals zu Altona. 

1. Aufgabe 2. III. 286. 1. 

2. Die Function — , i ; durch die Anzahl der a ausffedrückt. . . 3. I. 87. 2. 

3. Über dieFälle, wenn dieReihe:y=l+-^.-^A + "^"+*^ M+L^x«. .. 

1/22 / 
ein Quadrat von der Form 

- ^^i r ^^ 2 y(y+i)^V+W ... 3. 1. 89. 3. 

4. Beitrag zur Theorie der Reihen. 3. I. 92. 3. 

5. Geometrische Sätze 3. U. 196. 3. 

6. Demonstratio duarum cel. Gaussii proposilionum 3. III. 311. 1. 

7. Auflösung einer analytischen Aufgabe 4. I. 99. 1. 

8. Zwei Aufgaben. 4. II. 204. 1. 

9. Beweise verschiedener Satze 4. III. 278. 3. 

10. Summirung verschiedener, nach den Sinussen oder Cosinussen viel* 

facher Bogen fortgehender Reihen 4. in. 281. 6. 

11. Auflösung einer geometrischen Aufgabe 4. IV. 391. 4. 

12. Über Interpolation 5. III. 305. 9. 

13. Über Centrifugal- Pendel -Uhren 5. III. 314. 2. 

14. Über die Summe der Reihen 

l+^ + |i + p... und l + ^. + ^+-j|- 5. IV. 380. 3. 

15. Über die Bestimmung der Lage der Haupt-Umdrehungs-Axen eines 

Körpers 5. IV. 383. 3. 

16. Auflösung zweier Aufgaben aus der sphärischen Trigonometrie. . , 6. I. 84. 7. 

17. Über mechanische Quadraturen. 6. III. 287. 3. 

18. ^lia solutia problematis a cel. Gauss in opere „Demonstratio attra- 

ctionis, quam etc." tractali 6. III. 290. 6. 

19. Auflösung der Aufgaben No. 1. und 2. des Herrn Steiner Bd. 2. S.96. 6. IV. 484. 4. 

20. Über dei^ Stillstand der Planeten oder Comelen in seiner schein- 
baren, aus einer andern beobachteten Bahn 6. IV. 408. 6. 

21. Auflösung einiger arithmetischen und geometrischen Aufgaben. . . 7. I. 30. 6. 

22. Beweis einiger geometrischen Sätze 7. I. 36. 5. 

'23. Geometrische Auflösung der Aufgabe: In einem Kegelschnitt ein - 

Dreieck zu beschreiben, dessen Seiten verlängert durch die gege- 
benen Puncto A, B, € gehen 7. I. 55. 2. 

24. Eine neue Art, die Zeit und die Polhöhe zu bestimmen 7. II. 105. 3. 

25. Über die Formirung der Bedingungsgleichungen zur Verbesserung 

einer Planeten- oder Cometenbahn ; . . . 7. II. 108. 4. 

26. Über die Werthe der Reihen An = 1"— 2"-}- 3"— 4" 4.5" und 

S^ = l" — 3'' + 5" 7. U. 112. 4. 

27. Auflösung eincir geometrischen Aufgabe 7. II. 143. 2. 

28. Beweise der ersten Sätze der numerischen Facultäten 7. III. 234. 3. 

29. Demonslrationes theorematum, et solutiones problemätum quonindam 

a cel. Hill vol. 7. p. 102 proposilorum. 7. IV. 309. 5. 

Crelle^s Journal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 44 
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30. Auflösung einiger Aufgaben in gegenwärtigem Journale 8. ,11. i38.. 4. 

31. Über die Zerlegung reeller gebrochener Functionen. 8. II. 142. 4. 

32. Über die Function Sin f/)+2iSin2(^+^Sin3y 8. III. 298. 3. 

33. Auflösung der Aufgaben i. S. 320 Band 8 10. I. 41. 1. 

34. Beweis des .Lehrsatzes des Herrn Steiner No.34. Band 2. S. 192. . 11. IV. 399. 3. 

35. Beitrag zur Theorie der krummen Linien dritter Ordnung. . . . H. IV. 402. 4. 

36. Vier neue mondförmige Flächen, deren Inhalt quadrirbar ist. • . . 21. IV. 375. 2. 

32. Dr. R. Clausius, damals zu Berlin. 

1. Über die Lichtzerstreuung in der Atmosphäre 34. IL 122. 26. 

2. Über die Intensität des durch die Atmosphäre reflectirten Sonnen- 
lichtes. Forlsetzung von No. 1 36. IlL 185. 31. 

33. E. Colli ns, Slaatsralh und Akademiker zu Petersburg. 

1. Neuer Beweis der Zerlegbarkeit ganzer Functionen in reelle Fac- 

toren vom ersten und zweiten Grade 18. II. 119. 8. 

34. A. A. Cournot, Professor der Mathematik zu Paris. 

1. Memoire sur le^mouvement d'un corps rigide, soutenu par un plan 

fixe : 5. IL 133. 30. 

2. Suite de co memoire i^' "}* ^^j} 39. 

35. A. L. Cr eile, Herausgeber dieses Journals. 

1. Über die Schwungpumpe 1. L 85. 10. 

2. Bemerkungen über die Abhandlung No. 4. S. 37 Heft L Bd. 1. . . 1. IL 118. 18. 

3. Von der Form länglicher Räder, durch welche sich die Ungleichheit 

der Wirkung der Kurbeln vermindern läfst. i 1. IV. 375. 13. 

4. Demonstration nouvelle du theoreiue du binome 4. IIL 305. 4. 

5. Necrologe de Mr. Abel 4. IV. 402. 3. 

6. Memoire sur la convergence de la serie du binome; pour faire suite 

& la demonstration du theoreme du binome, donne tome4. p. 305. . 5. IL 187. 10. 

7. Recherches sur les expressions des puissances des cosinus et sinus 

des arcs multiples, et sur les expressions reciproques. .....' 5. IL 197. ^25. 

8. Theoreme sur les nombres 5. IIL 296. 1. 

9. Bemerkungen zu der Abhandlung No. 26. Band 6. S. 303, den Aus- 
druck des körperlichen Inhalts der Pyramide betreffend 6.«IV. 414. 3. 

10. Memoire sur la th^orie des puissances, des fonctions angulaires et des l7. IIL 253( ja/v 
facultas analytiques i7. IV. 314) ""• 

11. Table des racines primitives etc. pour les nombres premiers depuis 

3 jusqu'ä 101 ; precedö d'une note sur le calcul de cette table. . . 9. L 27. 27. 

{9 III 231) ' 
10 l 424 '*• 

13. Comment, dans la trigonomötrie spherique, les formules de Gauss, 
et les analogies de Neper, qui en decoulent, peuvent 6tre tiröes 
immediatement et facilement des formules fondamentales 12. IV. 348. 2. 

14. Die Sätze von Fourier und Sturm zur Theorie der algebraischen 

Gleichungen 13. IL 119. 26. 

15. Wie sich die Division mit Zahlen erleichtem und zugleich sicherer 

ausfuhren läfst, als auf die gewöhnliche Weise. .^ 13. III. 209. iOl 

16. Zur Theorie des Kreises 14. L 66. 4. 

17. Demonstration ölementaire du theoreme de Wilson göneralise. . 20. L 29. 28. 
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18. Einige Bemerkungen über die Mittel zur Schätzung der Convergenz 

der allgemeinen Entwicklungsreihen mit Differenzen und Differentialen. 22. III. 249. 27. 

19. Nachruf an G. Reimer sen 23. IV. 379. 1. 

20. Encykiopädische und elementare Darstellung der Theorie der Zahlen. 

27. l 6; 27. II. 107; 27. IV. 330; 28. II. 111 ; 29. I. 58; 29. II. 103 373. 

21. Bemerkungen zu der AbhandluiTg No. 4. von Oiiingor 27. III. 284. 2. 

22. Bemerkungen zu der Abhandlung No. 2. von Sionimsh/ 28. IL 189. 1. 

23. Demonstration d'un theoreme de Mr. Slonimsktf sur les nombres; 

avec une application de ce theoreme au calcul de chiffres. ... 30. III. 215. 15. 

24. Note sur la division abregee en arithmelique 31. II. 167. 7. 

25. Memoire sur les differentes manieres de se servir de Telasticitc de [^2. I. 14] 
Tair atmosphcrique comme force molrice sur les chemins de fer. |32. IL 1241 .«o 
Une de ces manieres constitue les chemins de fer airnospheriques l32. IIL 231 ( 
propremenl dits (32. IV. 311) 

26. Zur näherungsweisen Kreis- Quadratur 32. L 91. 2. 

27. Anmerkung zu §. 1. der Abhandlung von Ottinger No. 5. über die 

analytischen Facultäten 33. L 65. 3. 

28. Ein eigenlhümlicher analytischer Fall bei der Theorie der Kurbel. . 34. IIL 276. 4. 

29. Geometrische Aufgabe, nebst Auflösung 34. III. 282. 2. 

30. Notiz über A. Göpel 35. IV. 317. 2. 

31. Über Sparcassen. (S. auch Nachtrag No. 43.) 39. IIL 183. 41. 

32. Additions aux remarques de Mr. Prchn (No. 1.) sur le memoire de 

rcditeur No. 25 40. IH. 193. 12. 

33. Pendule ä mouvement perpeluel 41. IIL 217. 10. 

34. Biographische Notiz über Herrn Prehn 41. IV. 364. 2. 

35. Notiz über (iudermann 42. HL 280. 1. 

36. Tafeln der kleinsten positiven Werthe von j:, und x^ in der ganz- 
zahligen Gleichung ri.j-, = öj^jTi+I 42. IV. 299. 15. 

37. Eine eigenlhümliche Eliminationsrechnung 43. L 37. 6. 

38. Aufgabe nebst Auflösung 44. I. 88. 2. 

'39. Ober die Sätze vom Parallelogramm der Kräfte und vom Hebel; 80 

wie vom Parallepipedum der Kräfte 44. IH. 220. 41. 

40. Zwei Zahlen -Aufgaben; die erste mit der Auflösung, die zweite 

noch aufzulösen 44. IV. 317. 18. 

41. Zur Theorie der Ebene 45. L 15. 40. 

42. Geometrische und analytische Aufgaben 45. QL 283. 2. 

43. Über den Unterschied zwischen theoretischen und practischen Zinsrech- 
nungen. (Nachtrag zu No. 31.) 49. IV. 349. 18. 

44. Eine EigenschaR der Wahlen 50. IL 187. 2. 

36. Z. Dahse, Rechenkünstler aus Hamburg. 
1. Der Kreis -Umfang für den Durchmesser 1, auf 200 Decimalstellen 

berechnet 27. ffl. 198. 1. 

37. A. V. Dawidof^ damals in Moskau. 
1. Über die Gleichgewichts -Lagen eines mit seiner ganzen Grundfläche 

in eine Flüssigkeit getauchten geraden dreiseitigen Prisma. ... 38. IL 158. 4. 

38. Dr. F. Deahna, damals zu Cassel in Hessen. 

1. Neuer Beweis für die Auflösbarkeit der algebraischen Gleichungen 

durch reelle oder imaginäre Werthe der Unbekannten 20. IV. 337. 3. 

2. Über die Bedingungen der lotegrabililät linearer Differentialgleichungen 
ersterOrdnung zwischen einer beliebigen Anzahl veränderlicher Gröfsen. 20. IV. 340. 10. 

44* 
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39. Dr. ph. Dedekind, zq Göltingen. 

1. Ober ein Eulersches Integral 45. IV. 370. 4. 

2. Bemerkungen zu einer Aufgabe der Wahrscheinlichk6its- Rechnung. 50. m. 268. 3. 

3. Ein Satz Aus der Theorie der dreiaxigen Coordinatensysteme. . . 50. III. 272. 3. 

40. Ch. Despeyrous, Professor der Mathematik zu Paris. 
1. Recherches sur les surfaces isothermes, et sur Tattraction des ellipsoides. 31. IL' 136. 31. 

41. Dr. J. Di enger, Professor der Mathematik am 
polytechnischen Institut zu Carlsruhe. 

1. Die Lagrangesche Formel und die Reihensummirung durch dieselbe. 34. I. 75. 26. 

2. Die allgemeinen unendlichen Reihen in der Analysis und ihre Dar- 
stellung in geschlossenen Ausdrücken 34. III. 209. 35. 

3. Ober dils bestimmten Integrale mit imaginären Grenzen. .... 37. IV. 363. 7. 

4. Zu Dr. Pohls Schrift ^Der Electromagnetismus und die Bewegung 

der Himmelskörper." • 37. IV. 370. 3. 

5. Anwendung der bestimmten Integrale zur Reihensummirung; nebst 
Bemerkungen über die unendlichen Reihen und die bestimmten In- j38. III. 266) qo 
legrale überhaupt (38. IV. 331 J ^" 

6. Ableitung einiger bestimmten Integrale aus den Formeln der Ab- 
handlung Nr. 3 39. I. 62. 5. 

7. Einiges zur Zahlenlehre 39. I. 67. 6. 

8. Über ein merkwürdiges, aus einem JSu/erschen Satze sich ergeben- 
des Theorem 40. UI. 233. 2. 

9. Summirung der Reihen 

4 , r+l , (r+i)0-+2) . o I (r-t-l)(r-}-2)...(r+/0 , . 

und 

. , ^x . , (r+l)(r+2) , . ^ , (r+l)(r+2).,.(r4.iO , . ^. i >.o ^ 

(r4-l)esmy+ / o — e'sin2y"«4- ' ' '\ \ ' — \-:L^Qn^xnnq> 41. I. 48. 6, 

10. Einige Reihensummirungen, vermittelt durch die bestimmten Integrale 
y*f-«'cosix.Öjr undy^"p-«'sinijc.ajr. . . 41. 11.137. 4. 

11. Über das Integral/ • i__. ^-^±-_^^. 42. IV. 283. 4. 

12. Die Lagrangesche Umkehrungsformel. Directer Beweis des Taylor • 

sehen Satzes 42. IV. 287. 12. 

13. Summirung einiger Reihen, vermittelt durch die Entwicklung der 

Potenz (i—ax—cs^)-"^ 43. I. 88. 5. 

14. Summe von Reihen, ausgedrückt durch bestimmte Integrale. Anwen- 
dung dieser Sätze 46. II. 119. 26. 

42. fDr. Di et lein, weiland Oberbauinspector zu Berlin. 

1. Zur Theorie der allgemeinen Kuppelung (universal Joint) der Wellen. 6. III. 296. 7. 

2. Zur Theorie der Fuhrwerke : 8. II. 169. 9. 

43. Dr. Dippe, damals zu Halle. 
1. Ober einige Aufgaben und Lehrsätze des Herrn Prof. Steiner. . . 16. I. 65. 12. 
44. Dr. M. G. Lcjeune Dirichlet, Akademiker und 
Professor der Mathematik zu Berlin. 

1. Recherches sur les diviseors premiers d'une classe de formules du 

quatriöme degre. . 3. I. 35. 35. 
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2. Memoire sur rimpossibilite de quelques eqnaüons ind^terminees du 

cinquieme degre 3. IV. 354. 22. 

3. Demonstrations nouvelles de quelques theoremes relatifs au nombres. 3. IV. 390. 4. 

4. Question d'analyse indelerminöe. 3. IV. 407. 2. 

5. Note sur les Integrales definies 4. I. 94. 5. 

6. Sur la convergence des söries trigonometriques qui servent a repre- 

senter une fonction arbitraire entre des limites donnös 4. II. 157. 13. 

7. Solution d'une question relative a la thöorie mathömatique de la 

chaleur 5. IH. 287. 9. 

8. Demonstration d'une propriete analogue ä la loi de reciprocite qui 

existe entre deux nombres premiers quelconques 9. IV. 379. 11. 

9. Demonstration du theoreme deFermat pourlecas desl4*°^^puissances. 9. IV. 390. 4. 

10. Sur les integrales Euleriennes 15. III. 258. 5. 

11. Sur les series dont le terme genöral depend de deux angles, et qur 

servent ä exprimer des fonctions arbitraires entre des limited donnees. 17. I. 35. 22. 

12. Sur l'usage des integrales deGnies dans la sommatiön des series finies 

ou infinies 17. L* 57. 11. 

13. Sur la maniere de resoudre Tequation i*— /i«i' = l au moyen des 

fonctions circulaires. . 17. III. 286. 5. 

14. Sur Tusage des series infinies dans la theorie des nombres. ... 18. III. 259. 16. 

15. Reeberches sur diverses applications de l'analyse infinitesimale ä Ja io/ / jl rq 
theorie des nombres lai II 1341 

16. Auszug aus einer, der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 

5. Harz 1840 vorgelesenen Abhandlung 21. I. 98. 3. 

17. Untersuchungen über die Theorie der complexen Zahlen 22. IV. 375. 4. 

18. Reeberches sur les formes quadratiqües ä coefficients et a indeter- 

roinees complexes 24. IV. 291. 81. 

19. Sur un moyen genöral de verifier l'expression du potentiel relatif 

a,une masse quelconque, homogene ou heterogene 32. I. 80. 5. 

20. Ober die .Stabilität des Gleichgewichts 32. I. 85. 4. 

21. Ober dieReduction der positiven quadratischen Formen mit drei un- 
bestimmten ganzen Zahlen 40. ID. 209. 20. 

22. Ober die Zerlegbarkeit der Zahlen in drei Quadrate 40. m. 228. 5. 

23. Nachricht über JacobCs wissenschaftlichen Nachlars 42. I. 91. 2. 

24. Ober den ersten der von Gau/'s gegebenen Beweise des Reciprocitäls- 

Gesetzes in der Theorie der quadratischen Reste. 47. 11. 139. 12. 

25. Ober ein die Division betrefi*endes Problem 47. II. 151. 4. 

26. De formarum binarium secundi gradus compositione. ...... 47. II. 155. 6. 

45. f Dr. E. H. J>irks an V weiland Professor und Akademiker 

zu Berlin. 

1. Ober die Zerfallung einer echtgebrochenen Function in einfache Par- 
tialbrüche 1. I. 53. 8. 

2. Bemerkungen über die Lagrangesche Interpolationsformel. ... 1. III. 221. 2. 

3. Ober die CoTfvergenz einer nach den Sinussen und Cosinussen der 

Vielfachen eines Winkels fortschreitenden Reihe 4. II. 170. 9. 

4. Ober die Auflösung der numerischen Gleichungen mit einer Un- 
bekannten 14. IV. 316. 14. 
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46. Dr. Druckenm Oller, Dircctor des Königlichen 
Gewerbe-Instituts zu Berlin. 

1. Über derivirte Linien : 26. I. 1. 25. 

2. Über die Zapfenreibung bei stehenden Wellen 48. m. 276. 16. 

47. Dumas, Schulamts -Candidat, früher Mitglied des ma- 
thematisch-physicalichen Vereins zu Königsberg in Preufsen. 
i. Über die Bewegung des Raumpendels, mit Rucksicht auf die Rotation (50. 1. 52) ^^ 
der Erde (50. IL 126» ^^• 

48. F. Eberty, damals zu Berlin. 
1. Beweis der Lehrsätze Band 2. Heft 3. No. 54. S. 287 5. I. 107. 3. 

49. Dr. 0. Eisenlohr^ Professor der Mathematik und 

Physik zu Carlsruhe in Baden. 

1. Entwicklung der Functionsweise der Bernoullischen Zahlen. ... 28. IIL 193. 20. 

2. Vollständige Auflösung der cubischen Gleichungen durch die Methode 

der Wurzel- Differenzen 42. IIL 236. 38. 

50. f Dr. G. Eisenstein, weiland Privatdocent an der 

Universität und Akademiker zu Berlin. 
1. Theorämes sur les formes cubiques^ et Solution d'une öquation du^ 

Juatrieme degre ä quatre indeterminees 27. L 75. 5. 
ber die Anzahl der quadratischen Formen , welche in der Theorie 

der complexen Zahlen zu einer reellen Determinante gehören. . . 27. L 80. 1. 

3. Allgemeine Auflösung? der Gleichungen von den ersten vier Graden. 27. - L ' 81. 3. 
4v Aufgaben (aus der Zahlenlheorie). 27. L 86. 3. 

5. Untersuchungen über die cubische Form mit zwei Variabeln. . . .27. II. 89. 16. 

6. Über eine merkwürdige identische Gleichung ' . . 27. IL 105. 2. 

7. Bemerkungen über die elliptischen und Abehchen Transcendenten. 27. IL 185. 7. 

{27 III 193^ 

28 I 36l ^* 

9. Beiträge zur Krelstheilung 27. III. 269. 10. 

10. Lehrsätze und Aufgaben aus der Zahlentheörie 27. IIL 281. 3. 

11. Elementare Ableitung einer merkwürdigen Relation zwischen zwei 

ungleichen Producten 27. IV. 285. 4. 

12. Beweis des Reciprocitäts^atzes für die cubischen Reste in der Theorie' 

der aus dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen (27. IV. 289) qn 

Zahlen. . . ". (28. L 28$ '^• 

13. Über die Anzahl der quadratischen Formen in den verschiedenen com- 
plexen Theorieen 27. IV. 311. 6. 

14. Einfacher Algorithmus zur Bestimmung des Werths von fyj. . . 27. IV. 317. 2. 

15. Eigenschaften und Bezeichnungen der Ausdrücke, welche bei der 

Auflösung d^r allgemeinen cubischen Gleichungen erscheinen. . . 27. IV. 319. 3. 

16. Neuer und elementarer Beweis des Legendreschtn Reciprocitäts- 

Gesetzes 27. W. 322. 8. 

17. La loi de reciprocite, tiree des formales de Mr. GausSß sans avoir 

determine prealablemenl le signe du fadical 28. L 4i. 3. 

18. Neuer Beweis und Verallgemeinerung des binomischen Lehrsalzes. • 28. L 44. 5. 

19. Entwicklung von a'*" . ' .... 28. L 49. 4. 
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20. Lois de reciprocile 

21. Aufgaben aus der Algebra 

22. Einnicher Beweis, und Verallgemeinerung des Fundamentallheorems 
für die biquadratischen Reste 

23. Geometrischer Beweis des Ftindamentaltheorems für die quadratischen 
Reste 

24. Aligemeine Untersuchungen über die Formen dritten Grades mit drei 
Variabclri, welche der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken. . . 

25. Theorcma (analyticuro) 

26. Application de l'algebre k Tarithmelique transcendante 

27. Beiträge zur Theorie der elliptischen Functionen. ...... 



28. I. 
28. II. 



E. F. 
53. 15. 
191. 1. 



28. III. 223. 23. 



28. III. 
(28. IV. 
|28. I. 

29. I. 



246. 
289j 

19i 

96. 1 



3. 
Hl. 



'29. II. 

30. III. 

|32. I. 

35. II. 

35. III. 

32. I. 

35. II. 

35. III. 

35. IV. 



8. 



180. 



177. 
185] 

59 

137( 

1851 

71. 4. 
117. 20. 
275. 2. 
368. 1. 



37. II. 
39. II. 
39. m. 
39. IV. 



39. II. 
39. IV. 



97. 30. 
160] 

224 84. 
275 
180. 3. 
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41. II. 141) 
227) 
261. 



J41 

(41. m 
44. m. 



66. 

8. 



28. Notiz über Parlialbrüche 

29. Neue Theoreme der höheren Arithmetik 

30. Aufgaben und Lehrsätze. , 

31 . Note sur la representation d'un nombre par la somme' de cinq carres. 

32. Zur Theorie der quadratischen Zerfällung der Primzahlen 8/i-}-3, 
7»-f-2 und 7«+4 

33. Über die Irreductibilität und einige andere Eigenschaften der 
Gleichung, von welcher die Theilung der ganzen Lemniscate 
abhängt 

34. Lehrsätze 

35. Über ein einfaches Mittel zur Auffiqdnng der höhern Reciprociläts- 
gesetze und der mit ihnen zu verbindenden Ergänzungssätze. . . 

36. Tabelle der reducirten positiven ternären quadratischen Formen; nebst 
den Resultaten neuer Forschungen über diese Formen, in besonderer 
Rücksicht auf ihre tabellarische Berechnung 

37. Auszug eines Schreibens von Herrn Prof. Richelot 

51. Dr. Enke, Director der Sternwarte, Professor und 
Secretair der Akademie der Wiss. ia Berlin. 

1. Allgemeine Auflösung der numerischen Gleichungen 22. HL 193. 56. 

2. Bemerkungen zu der Abhandlung No. 22. Band 26. S. 333 (No. 2. 

von Reuschle^. ' '. 28. IIL 213. 10. 

52. f Dr. J. A. Eytelwein, zu Berlin, weiland Ober- 
Landesbaudirector elc. 

1. Von der Bestimmung der Wassermenge eines Stromes 1. L 1. 10. 

53. Fasbender, damals Conrector zu Iserlohn. 

1. Beweis eines vom Herrn Professor Steiner aufgestellten Lehrsatzes 

Band 15. Heft 1. No. 26. 1 25. H. 186. 3. 

2. Ein Vieleck mit gegebenen Seiten ist am gröfsten, wenn seine Ecken 

in einem Kreise liegen : . . 26. 0. 181. 2. 

3. Über die gleichseitigen Dreiecke, welche um ein gegebenes Dreieck 

gelegt werden können . 30. DI. 230. ' 2. 

4. Auflösung einiger vom Herrn Professor Steiner Band 16. Heft 1. 

No. 12. gestellten Aufgaben 33. IV. 366. • 5. 
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8. 

8. 
13. 
13. 
14. 
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54. L. Feldt^ Professor der Mathematik zu Braunsberg 

in Ostpreufsen. ^ 
1. Neuer Beweis der Gati^^ischen Formeln in der sphärischen Trigo- 
nometrie ♦ . . . . 7 

55. Dr. A. Fischer, damals zu Königsberg in Pr. 
1. Resolulio algebraica aequalionis x^^'' — 1 =0 

56. f Dr. W. A. Förstemanu^ weiland Professor der 

Mathematik zu Dahzig. 

1. Aus der Gleichung 

wo die a von einander verschiedene gegebene Gröfsen sind, x zu 
finden 

2. Geometrische Aufgaben 

3. Umkehrung des Ptolomäischen Satzes. ' 

4. Einfacher Beweis eines Satzes der Combinationslehre. . 

5. Ober das Rationalmachen algebraischer Gleichungen. 

57. Frh. V. Forslner, Königlicb-Preufsischer Obrist- 

Lieutenant zu Berlin. 
1. Über den Innern Grund der Erscheinung der Aberration des Lichtes. 20. 

58. Dr. M. L. Franken heim, damals zu Breslau. 

1. Einige Sätze aus der Theorie der geraden Linien 8. 

59. : Dr. 6. Friedlander, Königlicher Bibliothekar 
zu Berlin. 

1. Leonhardi Euleri commentatio de matheseos sublimioris utilitate; ex 
autographo edita 35. 

60. Dr. G arbin sky, Professor an der Universität und 
Director der polytechnischen Schule zu Warschau. 

1. Quelques observations sur les quatre droites donnees dans l'espace 
et non comprises deux ä deux dans un mdme plan 5. 

61. f Dr. Gaufs, weiland Geheimer Hofrath und Professor 

zu Göttingen. 

1. Beweis eines algebraischen Lehrsatzes. . . 3. 

2. Über ein allgemeines Grundgesetz der Mechanik 4. 

3. Elementare Ableitung eines, zuerst von Legendre aufgestellten Lehr- 
satzes der sphärischen Trigonometrie 22. 

62. Dr. Gerling, Professor der Mathematik zu Harburg. 

1. Fragment über die Begründung des Begriffes der Ebene.' .... 20. 

63. f Mad. Sophie Germain, zu Paris. 
1* Memoire sur la courbure des surfaces 7. 

2. Note sur la maniere dont se composenl les valeurs de y et s dans 

^{xf — 1) 
rdquation — ^ r— ^= >''±/>s* et Celles de / et i' dans l'öquation 

M-r^'—^) _ Ytt^pZ'* 7. 



D. B. F. 



1. 68. 4. 



11. in. 201. 18. 



in. 317. 3. 

m. 320. 1. 

III. 233.. 4. 

III. 237. 3. 

ni. 236. 26. 



II. 101. 2. 

U. 178. 9. 

IL 106. 11. 

II. 174. 8. 



I. 1. 4. 
III. 232. 4. 

I. 96. 1. 



IV. 332. 5. 
I. 1. 29. 
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III. 201. 4. 
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64. Gerwien und v. Hoileben, damals Königlich- 

Preufsiscbe Hauptleute. 

1. Afizeig^e ihrer ,, Aufgaben, Systeme und Sammlangen aus der Geo- 
metrie, etc." 9. ni. 312. 1. 

65. Gerwien, damals Kiöniglicb - Preursiscber Hauptmann. 

1. Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen 

Figuren in dieselben Stücke 10. III. 288. 7. 

2. Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden gestalteter Fi- 
guren von gleichem Inhalt auf der Kugelfläche, in dieselben Stücke. 10. III. 235. 6. 

3. Beweise einiger für die Kugol Statt findenden Sätze 11. II. 130. 6. 

4. Einige geometrische Sätze 11. III. 264. 7. 

66. f Dr. A. Göpel, weiland Königlicher Bibliotbecar 

zu Berlin. 

1. Theoriae transcendentium Abelianarnm primi ordinis adumbratio. . . 35. IV. 277. 36. 

2. Ober Projectivität iex Kegelschnitte, als krummer Gebilde 36. IV. 317. 40. 

3. De aequationibus secundi gradus indeterminatis 45. I. 1. 13. 

4. Curricttlum vitae 45. I. 14. 1. 

67. Dr. C. H. Grfiffe, Professor der Mathematik an der 

Universität zu Zürich. 
1. Beweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen Gleichungen. 10. III. 288. 3. 

68. Dr. H. Grafsmann, Professor der Mathematik am 

Gyranasio zu Stettin. 

(24. m. 262) 

1. Theorie der Centralen {24. IV. 372} 47. 

(25. I. 57) 

2. Grundzüge einer rein geometrischen Theorie der Curven; mit An- 
wendung einer rein geometrischen« Analyse 31. II. 111. 22. 

3. (Tber die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch gerade Linien; 

und über geometrische DeGnitionen dieser Curven 36. IL 177. 6. 

4. Der allgemeine Satz fiber die Erzeugung algebraischer Curven durch 

Bewegung gerader Linien 42. HL 187. 6. 

5. Die höhere Projectivität und Perspectivilät in der Ebene; dargestellt 

durch geometrische Analyse 42. ID. 193. 11. 

6. Die höhere Projectivität in der Ebene; dargestellt durch Functions- 
Verknüpfungen 42. III. 204. 9. 

7. Erzeugung der Curven vierter Ordnung durch Bewegung gerader 

Linien • 44. L 1. 25. 

8. Allgemeiner Satz über die lineale Erzeugung aller algebraischen 

Oberflächen 49. L 1. 9. 

9. Grundsätze der stereometrischen Multiplication 49. I. 10. 11. 

10. Ober die verschiedenen Arten der linealen Erzeugung algebraischer 

Oberflächer 49. L 21. 16. 

11. Die stereometrische Gleichung zweiten Grades, und die dadurch dar- 
gestellten Oberflächen 49. L 37. 10. 

12. Die stercometrischen Gleichungen dritten Grades, und die dadurch 

erzeugten Oberflächen 49. L 47. 19. 

13. Sur les difi'erents genres de multiplication 49. II. 123. 19. 

Crelle'6 Journal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 45 
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69. Ch. Graves^ Professor an der Universität zu Dublin. 
1. Elementary geometrical proof of JoachimsikaVs tbeorem 42. ID. 279. 1. 

70. fG. Green, weiland Professor an der Universität 
zu Cambridge. 
1. An essay on the application of matbematical analysis to tbe theories 

of electricity and magnetism. 39. I. 76; 44. IV. 356; 47. II. 161; 47. HI. i95. 97. 

71. GrQson, Geheimer Hofratb und Akademiker zu Berlin. 
1. Zur Eiementar-Geometrie 10. III. 275. 4. 

72. Dr. J. A. Grüner t, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Greifswalde. 

1. Beweis des Harrioischew Satzes 2. IV. 335. 10. 

2. Summirung der Reihe 1 -|-£.f. ^/'^"'*^ .f '^('^~*y ~? '- . . 2. IV. 358. 6. 

® ^ z ^ z(z—i) ' z(z—\)(z—2) 

3. Einfacher Beweis der von Cauchy und Euler gefundenen Sätze von 
Figurennetzen und Polyedern * 2. IV. 367. 1. 

4. Ein georoelrischer Lehrsatz 4. IV. 396. 1. 

5. Einige stereometrische Sätze 5. I. 37. 14 

6. Demonstration d'un theoreme d'arithmetique proposö dans les Annales 

de mathematiques de Mr. Gergonne tome 19. p. 256 5. IL 185. 2. 

7. Über die höheren Differentiale der Function z = — tj— r» °°^ ^^^^ 

die Entwickelung einiger bestimmter Integrale 8. iL 146. 7. 

8. Ober die Verwandlung der Coordinalen im Räume 8. IL 153. 7. 

9. Ableitung des Fprma/schen und des H^//«o/ischen Satzes aus einer ge- 
meinschaftlichen Quelle 8. IL 187. 5. 

10. Über Lamberts Theorem von der Quadratur parabolischer Sectoren, 

und verwandte Sätze 16. L 21. i^^. 

11. Ober die Summirung der Reihen von der Form ^<jp(0), A^rp{i)x, 
A^q){2)x\ ... -4n<jp(M)jr", wo A eine beliebige constante Gröfse, 
An eine beliebige und (piu) eine ganze rationale algebraische Function 

der positiven ganzen Zahl n bezeichnet 25. IIL 240. 40. 

73. + Dr. Gudermann, weiland Professor der Mathe- 
matik an der Universität zu Münster. 

1. Ein geometrischer Lehrsatz. 4. L 100. 1. 

2. Cber die Potenzial -Functionen. 4. IIL 287. 9. 

3. Geometrische Lehrsätze. 5. IIL 318. 1. 

4. Combinatorisch-analytische Abhandlung; enthaltend den Beweis der 

vier Summationsformeln Band 3. S. 207 5. IV. 402. 12. 

^6. L I) 

5. Theorie der Potenzial- oder cyclisch-hyperbolischen Functionen. 6. IL 162} 158. 

(6. IV. 3M) 

6. Tafeln zu No. 5. gehörig. 7. L 72; 7. IL 176; 8. 1. 64; 8. IL 194; 

8. IIL 301; 9. L 81; 9. II. 193; 9. IIL 201; 9. IV. 362; 15. IL 173. .... 207. 

7. Geometrische Lehisätze 6. IL 212. 1. 

8. Über die analytische Sphärik 6. IIL 244. 11. 

9. Zu den Elementen der Geometrie 6. HL 303. 7. 

10. Umformung einer Reihe von sehr allgemeiner Form 7. III. 306. 3. 
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li. Beweis des Sieinerschen Lehrsatzes No. 27. Band 2. S. 190, und Ab- 
leitung anderer, eben so einfacher Relationen 8. IL 160. 9. 

12. Über die niedere Sphärik 8. IV. 363. 7. 

13. Lehrsätze und Aufgaben 9. L 101. 2. 

14. Analytische. Aufgaben . 9. IV. 412. 1. 

15. Analytische und geometrische Aufgaben 11. IL 199. ' 1. 

16. Die loxodromische Linie und ihr merkwürdiger Zusammenhang mit 

der sphärischen Kettenlinie 11. IV. 394. 5. 

17. Geometrische Lehrsätze; zu beweisen 12. L 82. 7. 

18. Lehrsätze, zu beweisen, und Anmerkungen zu dem Aufsatze No. 15. 

Band 12 12. IV. 362. 3. 

19. Beitrag zur analytischen Sphärik . . . 13. IIL 262. 12. 

20. Neue und directeste Methode, aus den gemessenen Höhen zweier be- 
kannten Sterne und der Zwischenzeit der beiden Beobachtungen die 

Polhöhe zu finden 13. III. 274. 3. 

21. Integralia elliptica tertiae speciei reducendi methodus simplicior, quaej j . |« .^g. 
simul ad ipsorum applicationem facillimam et computum numericum) j^' i«,' m^A 63. 
expeditum perducit P*V *"• "^' 

22. Methodus nova et simplex computandi valores integralium / Pd(p\ 

rr rrr *"*• "• *®*l 4 

et iteratorum 1 IPd(f*, J 1 ßPBfp^ etc., in quibus P est functioj 15. L 100) 

qualiscunque quantitatis sin<p sive cos<p, per series rapide convergentes.) 

23. Einige Bemerkungen über elliptische Functionen ... 16. I. 78. 2. 

24. Series novae, quarum ope integralia elliptica primae et secundaej 16. IV. 366) .q 
speciei computantur, simul ea quorum moduli sunt conjugati. . . .{ 17. IV. 3821 

25. Aufgaben und Lehrsätze 17. IV. 389. 3. 

26. Theorie der Hodular-Functionen und der Nodular- Integrale. 18. L 1 ; 
18. IL 142; 18 IIL 220; 18. IV. 303; 19. L 46; 19. IL 119; 19. IH. 244; 

20. L 62; 20. IL 103; 21. IIL 240; 23. IV. 301; 25. IV. 281. . 646. 

27. De curvis aequidistantibus sphaericis disquisitiones generales. ... 25. II. 119. 10. 

28. Additamentum ad fünctionis jr(a)= /* e~*.jr''-*öj: theoriam. . . 29. III. 209. 4. 

i33 m 1891 
33* IV* 281 • '''^' 

30. De pendulis sphaericis, et de curvis, quae ab ipsis describentur, 

sphaericis 38. III. 185. 31. 

31 Die Gesetze der Succession einer Reihe sphärischer Kreise, von 
welchen jeder den nächstfolgenden und zugleich zwei feste Kreise 
berührt, deren einer im Innern des andern enthalten ist 39. 1. 42. 8. 

32. De integralibus 

yai«/(l-.&*snci(fl+w)snc»i(a-M)) etyöfi/(l-*«sn»;(£i+w)sn*i(iMi)). 39. L 50. 12. 

33. EntWickelung der Modular-Integrale oder der elliptischen Transcen- 
denten aller Arten, nach Potenzen des Moduls, nach Functionen der 
Amplitude und nach neuen Functionen des Parameters; sammt einer 

Theorie dieser neuen Functionen. . 41. IL 93. 44. 

34. De arithmeticc detenninanda area oblongi sphaerici e datis lateribus, 

et de theoremate Pythagorae e planimetria in sphaericam evehendo. 42. HI. 280. 2. 

35. Superficies ellipsoidis construitur e centro dato et e semi-axibus 

datis; et plana construuntur, quibus superficies tangentur 42. m. 282. 1. 

36. De curva quarti ordinis sphaerica, de circulari scalena 43. II. 93. 21. 

45* 
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37. Über die drehende Bewegung fester Körper um ihren Schwerpunct. 43. ü. 114. 47. 

38. Fundamente trigonometriae exactae; imprimis de lineis brevissimis, 

volgo dictis geodaeticis, in superGcie sphaeroidica 43. IV. 294. 46. 

74. Dr. C. Guetzlaff, Professor der Mathematik 
zu Marienburg in Westprenfsen. 

1. Aequatio modularis pro transformatione functionum eilipticarum septimi 

ordinis 12. II. 173. 5. 

75. Dr. Bierens de Haan, Oberlehrer der Mathematik 
am Gymnasio zu Deventer. 
1. Über eine Sammlung von bestimmten Integralen 47. KD. 222. 3. 

76. f Hache tte, weiland Akademiker und Professor 
der Mathematik zu Paris. 

1. Einige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung (Zusatz zu des 

Verf. Traite de göom. döscr. Paris 1822) 1. IV. 339. 10. 

2. Über die Krümmung der Flächen; nebst Auflösung eines besondem 

Falles aus der Perspective der krummen Flächen 1. IV. 371. 4. 

3. Note sur les surfaces regl^es 8. IV. 358. 2. 

77. Dr. Haedenkamp, zu Hamm in Westphalen. 

1. De transformatione intefiralis 1 l-rr^^ —-^- «— r 20. II. 97. 4. 

^ JJ •(sin*v—sm*qpcos'v^) 

2. Auflösung der Aufgaben Band 17. S. 289 20. IV. 328. 4. 

3. Über Transformation vielfacher Integrale 22. II. 184. 9. 

4. Über AbehcYie Integrale 25. ü. 178. 6. 

5. Über die Wirkung des durch eine Dralhspirale gehenden electrischen 

Stromes auf eine in der Spirale befindliche weiche Eisenmasse. . . 44. I. 83. 5. 

78. Dr. P. A. Hansen, Director der Sternwarte 

bei Gotha. 
1. Auszug eines Schreibens an den Herrn Prof. C. G. J« Jacobi. • . 4St, I. 1. 11. 

79. Dr Heiiermann, zu Trier. 

1. Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbruche 

2. Über die Reste, welche bei Anwendung des Sturmschen Satzes 
vorkommen. . * 

3. Über die Verwandlung der Kettenbruche in Reihen 

4. Independente Berechnung der 5<f4ri/ischen Reste 

80. V. Heim, Königlich WQrtembergischer Oberst-Lieutenant 

zu Stuttgart. 

1. Über die Gesetze der Biegung elastischer Korper 

2. Beitrag zur Lehre von den Schwingungen electrischer fester Körper. 

3. Zur Lehre von der Flugbahn der Artillerie-Geschosse 

4. Beitrag zur Theorie der Bewegung der Raderfuhrwerke, mit Inbe- |46. 11. 164( .m 
griff der Dampfwagen l46. 10. 234( ^^^' 

46. IV. 3281 
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81. Dr. E. Heine, Professor der Mathematik au der Uoi- 

versitfit zu Bonn. 

1. Cber einige Aufgaben, welche auf partielle Differentialgleichungen 

fähren 26. III. 185. 32. 

2. Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme 29. III. 185. 24. 

3. Summation der Reihen ^, , \,^, + ,. , ^ .,^-o + i . QV» x:;-fflrg=0' 31. 11.133. 3. 

4. Verwandlung von Reihen in Kettenbräche 32. III. 205. 5. 

5. Über die Reihe 

(,;^-l)(r//^-l) ^ . (q-^\){q-+^-\){qß-\){qß^i-\) ^^ j32. III. 210) 07 

'f (r,^l)(^y-l) -^-^ (^_l)(,,«-Ji)(,y_l)(,,y+i_l) -^ - ' )34. IV. 285j ^'• 

6. Abrifs einer Theorie der elliptischen Functionen 39. II. 122. 16. 

7. Über die in der Gaussisclien „Summatio quarumdam serierum sin- 

gularium" vorlcommenden Reihen 39. IV. 288. 2. 

8. Theorie der Anziehung eines Ellipsoids * . 42. I. 70. 13. 

9. Der Eisensf einsehe Satz aber Reihen -Entwicklung algebraischer 

Functionen 45. IV. 285. 18. 

10. Untersuchungen über ganze Functionen 48. III. 237. 6. 

11. Fernere ÜDlersuchuogen über ganze Functionen 48. III. 243. 24. 

12. Über die Entwicklung von Wurzeln algebraischer Gleichungen in 

Potenzreihen 48. III. 267. 9. 

13. Directer Beweis der Gleichheit zweier bestimmten Integrale. . . . 50. IV. 323. 2. 

82. Dr. Keinen^ Director der Realschule zu Dösseidorf. 

1. Auflösung der Aufgaben, und Beweise der Lehrsätze 5, 6, 7, 8, 9 
im 1. Hefte S. 96 und 29, 30, 31, 32, 33 im 2. Hefte S. 191 des 

zweiten Bandes dieses Journals 3. III. 2S5. 16. 

2. Lehrsätze, zu beweisen 16. IV. 374. 2. 

3. Problematis analytici, a cl. Hill hujus diarii Vol. 16. pag. 95 propositi 

solutio 17. L 92. 2. 

4. Einiges in Bezug auf den Lehrsatz Band 2. No. 63. S. 291. ... 18. H. 176. 9. 

5. Über einige Sätze des Herrn Prof Steiner 23. IV. 289. 12. 

83. Dr. Helle ru Dg, zu Wismar. 

1. Geometrischer Lehrsatz. • 3. HI. 312. 1. 

84. C. Hermite, Professor der Mathematik zu Paris. 

1. Extraits de deiix lettres de Hr. Ch. Hermito ä Hr. €. G. J. Jacobi. 32. IV. 277. 23. 

2. Note sur la r^duction des fonctions homogenes ä coefTicients enliers 

et i deux indeterminees 36. IV. 357. 8. 

3. Sur la theorie des formes quadratiques ternaires 40. H. 173. 5. 

4. Extraits de lettres de Hr Ch. Hermite ä Mr. €. G. J. Jacobi sur j40. HI. 261) -^ 
differents objects de la theorie des nombres (40. IV. 2791 

5. Sur Tintroduction des variables continues dans la theorie des nombres. 41. IH. 191. 26. 

6. Sur la theorie des formes quadratiques ternaires indeOnies. ... 47. IV. 307. 7. 

7. Sur la theorie des formes quadratiques. Premier memoire. ... 47. IV. 313. 30. 

8. Sur la theorie des formes quadratiques. Second memoire. ... 47. IV. 343. 26. 

85. Dr. 0. Hesse, Professor der Mathematik an der 

Universität zu Königsberg in Pr. 

1. Über Oberflächen zweiter Ordnung. . . . : 18. II. 101. 18. 

2. De curvis et superficiebus secundi ordinis 20 IV. 285. 14. 
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3. Ober die Coiistanten der Oberllachen zweiter Ordnung, von welchen 

beliebige neun Puncte gegeben sind 24. I. 36. 4. 

4. Über das geradlinige Rechteck auf dem Hyperboloid 24. I. 40. 4. 

5. De integratione aequationis diOferentialis j)artialis 



=^-H^+^.^-+'-&]=<'- 



designantibus A^^ A^^ y|, , ... An functiones quaslibet variabiliüm 

jr;,, .r, , ^-j , ... j„_i lineares 25. 11. 171. 7. 

6. Über die linearen Conslanten des rechten Schniltpunctes dreier Ober- 
flächen zweiler Ordnung, wenn sieben Schnittpuncte derselben gege- 
ben sind 26. IL 147. 8. 

7. Über die Bildung der £ndgleichung, welche durch Elimination einer 
Variabein aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die 

Bestimmung ihres Grades 27. 1. 1. 5. 

8. Über die Elimination der Variabeln aus drei algebraischen Gleichungen 

vom zweilen Grade mit zwei Variabein. . 28. I. 68. 29. 

9. Über die Wendepuncle der Curven dritter Ordnung. (I^'ortsetzuug 

von Nu. 8.) 28. II. 97. 11. 

10 Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 9**'" Grades, deren 
Wurzeln die Eigenschaft haben, dafs eine gegebene rationale und 
symmetrische Function ©(ju, j>) je zweier Wurzeln xx und x^ eine 
dritte Wurzel giebt, so dafs gleiclizeilig Xn = ö(xi, .r^), xx = ö(u'^, Xn) 
und u> = ö(xx,xi) ist 34. III. 193. 16. 

11. Über die Curven dritter Ordnung, und die Kegelschnitte, welche diese 
Curven in drei verschiedenen Puncten berühren. (Fortsetzung von 

No. 8. und 9.) 36. IL 143. 34. 

12. Über Curven driller Chisse und Curven dritler Ordnung. (Fortsetzung 

von No. 8, 9 und 11) 38. IIL 241. 16. 

13. Eigenschaft der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung und der 
Rückkehrtangenten der Curven dritter Classe. (Fortsetzung von 

No. 8, 9, 11 und 12.) 38. IIL 257. 5. 

14. Transformation einer bliebigen homogenen Function dritten Grades 
von zwei Variabein, durch lineare Substitution neuer Variabein, in 
eine Form, welche nur die dritten Potenzen der neuen Variabein 

enthält 38. HL 262. 4. 

15. Zwei Schreiben an Herrn Prof. T. G. .7. Jacobi 40. IV. 316. 2. 

16. Transformation einer beliebigen gegebenen homogenen Function vier- 
ten Grades von zwei Variabein, durch lineare Substitution neuer Va- 
riabein in die Form, welche nur die geraden Potenzen der neuen 

Variabein enthält 41. HL 243. 21. 

17. Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 6ten Grades, zwi- 
schen deren W^urzeln x^ , j\ , .r, , 7, , jr, , y, die Bedingungs- 
gleichung (j7,— 7j(j^,— y,)U'3— 7j-f-(r,— x,)0',— X3)Cr,— X,) = 

Statt findet 41. HL 264. 5. 

18. Eine Bemerkung zum P^4«cci/schen Theorem 41. III. 269. 3. 

19. Über die Wendepuncte der algebraischen ebenen Curveu und die 
Schmiegungs-Ebenen der Curven von doppelter Krümmung, welche 

(iurch den Schnitt zweier algebraischen Oberflächen entstehen. . .41. IIL 272. 13. 

20. Über die ganzen homogenen Functionen von der dritten und vierten 

Ordnung zwischen drei Variabeln 41. IV. 285. 8. 
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21. Über die Bedingung, unter welcher eine homogene ganze Function 
von H unabhängigen Variabein, durch lineare Substitutionen von u 
andern unabhängigen Variabein auf eine homogene Function sich zu- 
rückfuhren läfst, die eine Variable weniger enthält 42. II. 117. 8 

22. Cber die geometrische Bedeutung der linearen Bedingungsgleichung 

zwischen den Cocfficienten einer Gleichung zweiten Grades 45. I. 82. 9. 

23. Über die Eigenschaften der linearen Substitutionen, durch welche eine 
homogene ganze Function zweiten Grades, welche nur die Quadrate 
von vier Variabein enthält, in eine Function von derselben Form 

transformirl wird 45. H. 93. 9. 

24. Ober Determinanten und ihre Anwendung in der Geometrie; insbe- 
sondere auf Curven vierter Ordnung 49. III. 243. 20. 

25. Über die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 49. IV. 279. 54. 

86. Dr. Hessel, Professor der Mathematik an der 

Universität zu Marburg. 

1. Nachtrag zu dem £ii/<*rschen Lehrsatze von den Polyedern. ... 8. I. 13. 8. 

87. Dr. C. J. D. Hill, Professor der Mathematik an der 

Universität zu Lund. 

1. Casum irreducibilem solvendi conatus 2. IV. 304. 3. 

2. Cber die Integralion logarithmisch-rationaler Differentiale 3. I. 101. 59. 

3. De approxmiata seriei, juxta data functionis derivata dispositae, 

summatione 5. IV. 319. 17. 

4. Additamcnta ad conatum, casum irreducibilem solvendi 7. I. 44. 11. 

5. Theort'mata demonstranda, et problemata resolvenda 7. I. 102. 2. 

6. Theoremala et problemata 9. 1. 100. 1. 

7. Exemplum usus functionum iteratarum in theoria functionum integra- 

liter transcendentium 11. II. 193. 5. 

8. Analysis aequationum aliquot, functiones duplici argumenti determi- 
nantium, videlicet: 

(jr,(r,^))=ar,r)i^); (^,(r,-))=(r,(r,2>)); (Jr+y,z)=:{x(y,z)). 11. III. 241. 10. 

9. De factoribus numerorum compositorum dignoscendis 11. III. 251. 11. 

10. De radice cubica celeriter extrahenda 11. III. 262. 2. 

11. Tabula schematum, numeros auxiliares et regulas (ultra trecentas) 
pro factoribus primis (300 minoribus) {p) agnoscendis idoneas bre- 

viter exhibentium 12. IV. 355. 3. 

12. Theorema analyticum 16. 1. 95. 1. 

13. Formule generale d'integration indeßnie 18. IV. 376. 1. 

14. Fra^menta theoriae aequationum lineariter differentialium 25. I. 1. 21. 

15. De radicibus rationalibus aequationis Riccatianae dy'-{-a-{-by'\-cy* = 0, 

ubi a, b^ c functiones sunt rationales ipsius x 25. I. 22. 16. 

16. Disquisitio, qualis aequatio dilTerentialis gaudeat integral! algebraico 
completo? qualisve primarie transcendenti? quaenamque forma inte- 
gral! compctat 25. I. 38. 19. 

88. Dr. W. Ilittorf, damals zu Bonn. 

1. Ableitung einiger Eigenschaften der Kegelschnitte aus ihrer Polar- 
gleichung 38. I. 89. 4. 

89. Dr. ph. H. Hoff mann, zu Danzig. 

i. Multiplications-Fornieln für die elliptischen Functionen mit complexen 

Vielfachen des Arguments, und dem Modul V\ . 48. IV. 332. 16. 
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90. Dr. R. Hop'pe, Privaldocent an der Universilfil 

zu Berlin, 
i. Ober independente Darstellung der böhern Differentialquotienten, und 

den Gebrauch des Summenzeichens 33. I. 78. 12. 

2. Transformation d'une intögrale definie 40. II. 139. 3. 

3. De Terreur qui peut se prösenter dans Taddition de fractions deci- 

males relranchees 40. IL 142. 10. 

4. Remarques sur les reductions de la fonclion Gamma, et sur la de- 
finition de cctte fonclion et des faculles analyliques par leurs pro- 

prietes 40. II. 152. 8. 

91. W. Horn, Regierungs- und Baurath zu Potsdam. 

1. Von den Keradoiden oder Spirallinien doppelter Krümmung. ... 2. I. 70. 15. 

2. Quadratur des Mantels des senkrechten, schief abgeschnittenen Kegels. 2. IV. 364. 3. 

3. Geometrische Aufgaben 4. II. 214. 1. 

92. Frh. Alex, von Humboldt, Excellenz. 

1. Ober die bei verschiedenen Völkern üblichen Systeme von Zahlzeichen, 

und über den Ursprung des Stellenwertbes in den indischen Zahlen. 4. III. 205. 27. 

2, Ein früherer Brief Lagrttngcs an Laplace. Milgelheilt von Herrn 

Frh. Jlej\ v. Humboldt Excellenz 20. IV. 309. 3. 

93. A. Jacobi, Königlicb-PreüTsiscber Artillerie- 
Hauptmann zu Breslau. 

1. Über Reihen von Kegelschnitten in einer Ebene, welche sich in den- 
selben vier Puncten schneiden . 23. III. 243. 12. 

2. Auflösung und Beweise einer Reihe von Aufgaben und Lehrsätzen (31. L 40l ^»q 
der ebenen Geometrie )31. II. 93) ^ 

3. Beweis eines geometrischen Satzes 31. II. 178. 3. 

94. M. II. Jacob! ^ Professor der Mathematik und Physik 

zu St. Petersburg. 
1. Über die Conslruction schiefliegender Raderwerke 2. III. 276. 10. 

95. + Dr. C. G. J. Jacobi, weiland Professor der Ma- 

thematik und Akademiker zu Berlin. 

1. Über Gauss neue Methode, tlie Werthe der Integrale näherungsweise 

zu finden 1. IV. 301. 8. 

2. Über den Ausdruck der verschiedenen Wurzeln einer Gleichung durch 

bestimmte Integrale 2. L 1. 8. 

3. De residuis cubicis commentatio numerosa 2. I. 66. 4. 

4. Euteri formulae de transformatione coordlnatarum 2. IL 188. 2. 

5. Über eine besondere Gattung algebraischer Functionen, die aus der 

Enlwicklung der Function (1 — 2j:z-f z'ji entstehen 2. III. 223. 4. 

6. Über die Haupt -Axen der Flächen zweiler Ordnung 2. III. 227. 7. 

7. De singulari quadam duplicis integralis transformatione. C^ide No. 25. 

et 30.) 2. III. 234. 9. 

8. Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster 

Ordnung 2. IV. 317. 13. 

9. Über die Bestimmung der Rectascension und Declination eines Sterns 

aus den gemessenen Distanzen desselben von zwei bekannten Sternen. 2. IV. 345. 2. 
10. Über die Pfaffsche Mclhode, eine gewohnliche lineare Differential- 
gleichung zwischen 2n Variatflen durch ein System von n Gleichungen 
zu inlcgriren 2. IV. 347. U. 
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11. Addition au memoire de Mr. Abel sur les foqctions elliptiques tome 2 

pagelOl 3. I. 86. i. 

12. Sur la decomposition d'un nombre donne en quatre carres. . . . 3. U. 191. 1. 

13. Note sur les fonctions elliptiques 3. IL 192. 4. 

14. Beantwortung der Aufgabe No. 14. von AhiL 3. IIL 301. 2. 

15. Suite des notices sur les fonctions elliptiques 3. III. 303. 8. 

16. Ober die Anwendung der elliptischen Transcendenten auf ein be- 
kanntes Problem der Elementargeometrie 3. IV. 376. 14. 

17. Suite des notices sur les fonctions elliptiques 3. IV. 403. 2. 

18. Suite des notices sur les- fonctions elliptiques 4. 11. 185. 9.* 

19. De functionibus ellipticis commentatio 4. IV. 371. 20. 

20. Exercitatio algebraica circa discerptionem singularem fractionum, 

quae plures variabiles involvunt. . . * 5. IV. 344. 21. 

21. Problemes d'analyse 6. II. 212. 1. 

22. De resolutione aequationum per series infinitas 6. III. 257. 30. 

23. De functionibus ellipticis commentatio altera 6. IV. 397. 7. 

24. Note sur une nouvelle appiication de Tanalyse des fonctions elliptiques 

ä l'algebre . 7. I. 41. 3. 

25. De tranformatione integraiis duplicis indefiniti 

yl d(pdxlJ . 
A'\-ücos(p'\-Csin(p-{-{A''\-U'cosq>^Os\n(p)cos\p'\'{A"'\-U''co8(p-\'0'8^^^ 

•informamsimpUciorem/g-g^lll^jj^j^^^ js IV. 32l! ^ 

26. Über und zu Legendre^s „Theorie des fonctions elliptiques." . . . 8. IV. 413. 5. 

27. De theoremate Abeliano observalio 9. I. 99. 1. 

28. Observatio arithmetica de numero classium divisorum quadraticorum 

formae x*-{-Az\ designanle A numerum primum formae 4w + 3. 9. II. 189. 4. 

29. Considerationes generales de transcendentibus Abelianis 9. IV. 394. 10. 

30. De transformatione et determinatione integralium doplicium, commen- 
tatio tertia. (Vide. No. 7 et 25.) 10. . II.' 101. 28. 

31. Bemerkungen zu der Abhandlung des Herrn Prof. Scherh über die 

Integration der Gleichung |^ = {ci+ß^)y^ Band 10 S. 92. . . . 10. III. 279. 1. 

32. Demonstratio formulae 

33. De binis quibuslibet functionibus homogeneis secundi ordinis per sub- 
stitutiones lineares in alias binas transformandis, quae solis quadratis 
variabilium constant; una cum variis theorematis de transformatione 

et determinatione integralium multiplicium 12. I. 1. 69. 

34. Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof. (7. G. J. Jacobi an 

den, Herrn Prof. Steiner. (Mitgetheilt von Letzterem.) 12. II. 137. 4 

35. De compositione numerorum e quatuor quadratis 12. H. 167. 6, 

36. De usu legitime formulae summatoriae Maclaurinianae 12. QI. 263. 10. 

37. De fractione continua in quam integrale yc-**öj: evolvere licet. . 12. IV. 346. 2. 

38. De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis', quibus 

theoria transcendentium Abelianarum innititur 13. L 55. 24. 

39. Observatiunoulao. ad theoriam aequationum pertineotes. • • «^ 13. IV^ 340. 13. 

Crelle*s Joarnal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 46 
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40. De usu theoriae intogralium ellipticoram et integralium AbeUtnorom 

in analysi Diophanlea 13. IV. 353. 3. 

41. Dato systemale n aequationum linearium inter n incognitas, valores 

incognitarum per integralia definita (/« — l)tuplicia exhibentur. . . 14. I. 5t. 5. 

42. Zur Theorie der Curven 14. I. 56. 8. 

43. Ober den 5/emerschen Satz von den Primzahlen Bd. 13. S. 356. . 14. I. 64. 2. 

44. Theoremata nova algebraica circa syslema duarum aequalionam, inter 

duas variabiles [)ropositarum 14. IV. 281. 8. 

45 Formula transformalionis integralium definilorum 15. I. {. 26. 

46. De eliminatione vanabilis e duabus aequalionibus algebraicts. ... 15. II. 101. 24. 

47. De integralibus quibusdam duplicibus, quae post transformationem 

variabilium in eandem formam redeunt 15. III. 193. 6. 

48. Formulae novae in theoria transcendentium ellipticariHn fundamentales. 15. III. 199. 6. 

49. De evolutione expressionis (/-|-2/'cos(p+2/"cosqp')~'' in seriem in- 
Gnitam secundum cosinus multiplorum utriusque anguli qp, fff pro- 

cedentem ' .... 15. III 205. 24. 

50. De relationibus, quae locum habere debent inter puncta interseclionis 
duarum curvarum vel trium superficierum algebraicarum dati ordinis; 

simul cum enodatione paradoxi algebraici 15. IV. 285. 24. 

51. Observatlones geomelricae 15. IV. 309. 4. 

52. Nota de erroribus quibusdam geometricis, qui in theoria functionum 

leguntur 16. IV. 342. 2. 

53. Demonstratio et amplificatio nova theorematis Gaussiahi de quadratura 

integra trianguli in data superficie e lineis brevissimis formati. . . 16. IV. 344. 7. 

54. Zur Theorie der Variations- Rechnung und der Differential -Glei- 
chungen 17. I. 68. 15. 

55. Ober die Reduction der Integration der partiellen Differential -Glei- 
chungen erster Ordnung zwischen irgend einer Zahl Variabein, auf 
die Integration eines einzigen Systems gewöhnlicher Differential- 
gleichungen 17. II. 97. 66. 

56. Note von der geodalischen Linie auf einem Ellipsoid und den ver- 
schiedenen Anwendungen einer merkwürdigen analytischen Substitution. 19. IV. 309. 5. 

57. Ober die complexen Primzahlen, welche in der Theorie der Reste 

der 5ten, 8ten und 12ten Potenzen zu betrachten sind 19. IV. 314. 5. 

58. Elementarer Beweis einer merkwärdigen analytischen Formel; nebst 

einigen aus ihr folgenden Zahlensätzen. 21. I. 13. 20. 

59. De formalione et proprietatibus determinantium. . . . 

60. De determinantibus functionalibus 

61. De functionibus alternantibus 

62. Zur combinatorischen Analysis 

63. Dilucidationes de aequationum differentialium vulgarium systematis 
earumque corinexione cum aequationibns differentialibus partialibus 

linearibus primi ordinis 23. I. 4. 104. 

64. De integratione aequationis differentialis 

(A^A'j^Ay)(xdy—ydx)—{B'\'b'x^B''y)dyM(^f^^'\'f^y^^ 24. L i. 4 

65. De motu puncti singularis. 24. I. 5. 24. 

66. Demonstratio nova theorqmatis Abeliani 24. I. 28. 8. 

67. Ober die Entwicklung des Ausdrucks 

[a*— 2aa'(cos«co8y + ^'"^^"y ^^^(^""^))+^T • • • 26. L 81. 7. 

68. Zar Theorie der elliptischen Functionen 26. 11. 93. 22- 

69. Sur Pdlnnination des noeuds dans le problöme des trois corps . . 26. IL 115. 17. 



22. IV. 285. 35. 

22. IV. 319. 41. 

22. IV. 360. 12. 

22. IV. 372. 3. 
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70. Tbeoria novi mulliplicatoris systcmall aequationum differentialium vul- «a in o!iq 4qj 
garium applicandi j^J; JJ; |gj ^®*- 

71. Sulla condlzione di uguaglianza di due radici deU'equazione cubica, 
della quale dipendono gli assi principali di una superficie del se- 

cond'ordine 30. I. 46. 5. 

72. Über ein leichtes Verfahren, die in der Theorie der Sacalarstö- 

rungen vorkommenden Gleichungen numerisch aufzulösen. .• . . .30. I. 51. 44. 

73. Neues Theorem der analytischen Mechanik 30. II. 117. 4. 

74. Über die Additionstbeoreme der J&e/schen Integrale zweiter und 

dritter Gattung 30. II. 121. 6. 

75. Ober die Darstellung einer Reihe gegebener Werthe durch eine ge- 
brochene rationale Function 30. II. 127. 30. 

76. Über die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. . 30. II. 166. 17. 

77. Note sur les fonctions Abeliennes 30. II. 183. 2. 

78. Über einige, die elliptischen Functionen betreffende Formeln. . . ^ . 30. III. 269. 2. 

79. Über den Werth, welchen das bestimmte Integral 
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1 — Acosq* — Bsmtp 
für beliebige imaginäre Werthe von A und B annimmt 32. I. 8. 6. 

80. Beweis des Satzes, dafs jede nicht fünfeckige Zahl eben so oft in 
eine gerade als ungerade Anzahl verschiedener Zahlen zerlegt wer- 
den kann 32. II. 164. 12. 

81. Extrait d'une lettre adressee a Mr. /fermife 32. 11.176. 6. 

82. Über die Vertauschung von Parameter und Argument bei der dritten 

Gattung der JI6e/schen und höheren Transcendenten. 32. III. 185. 12. 

83. Über einige, der Binomialreihe analoge Reihen 32. m. 197.. 8. 

84. Über eine neue Methode zur Integration der hyperelliptischen Diffe- 
rentialgleichungen, und über die rationale Form ihrer vollständigen 

algebraischen Integralgleichungen 32. ID. 221. 7. 

85. Notiz über A. Göpel 35. IV. 313. , 4. 

86. Über die unmittelbare Verißcation einer Fundamentalformel der Theorie 

der elliptischen Functionen 36. I. 75. 6. 

87. Über die partielle Differentialgleichung, welcher die Zähler und Nenner 

der elliptischen Functionen Genüge leisten ^. 36. I. 81. 8. 

88. Über die Differential-Gleichung, welcher die Reihen 1±274-27H27*. . . 

und 2/«/ -f2/f/^^-2^/'^.. Genüge leisten 36. II. 97. 16. 

89. Über die particulaire Lösung der partiellen Differentialgleichung 

i^+i^+i?^"»- ''• "•'"■ «^ 

90. De seriebus ac differentiis observatiunculae 36. 11. 135. 8. 

91. Über unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei verschie- 

(S7 I M\ 
denen quadratischen Formen enthalten sind Ly* m' 22I1 ^' 

92. Über die Reduction der quadratischen Formen auf die kleinste An- 
zahl GKeder. 39. IV. 290. 3. 

93. Sur la rotation d'un corps 39. IV. 293. 58. 

94. Beweis des Satzes, dafs eine Curve n^^^ Grades im Allgemeinen 

iM{w — 2)(w'— 9) Doppeltangenten hat 40. IIL 237. 24. 

95. Schreiben an Herrn Prof. 0. Hesse. 40. IV. 318. 1. 

96. Auszug zweier Schreiben an den Herrn Director Banset^ 42. I. 12. 20. 

46* 



360 



2Ö. Vcrzeiehnia»e des Inhalts und Umfangs der' Bände I bis SO. 



A. 
97. 



2. 
3. 
4. 
5. 

6. 

7. 
8. 
9. 

10. 

11. 

1. 
2. 



Auszug eines Schreibens von Herrn Prof. Heine in Bonn 

Über die Zusammensetzung der Zahlen aus ganzen positiven Cuben; 
nebst einer Tabelle für die kleinste Cubenzahl, aus welcher jede 
Zahl bis 12000 zusammengesetzt werden kann 

96. Dr. G. A. Jahn, damals zu Leipzig. 
Auflösung einiger Aufgaben aus der Caiendariographie 

97. Dr. F. Joachimstbal, Professor der Mathematik 

zu Halle. 
Observaliones de lineis brevissimis et enrvis curvaturae in snpcr- 

ficiebus secundi gradus 

Über die' Normalen der Ellipse und des Ellipsoids 

Demonstratio theorematum ad superficies curvas spectantium. . . . 

Über die Bedingungen der Inlegrabiiität 

Remarques sur la condilion de l'egalite de deux racines d'une equation 
aigebrique; et sur quelques theoremcs de geomötrie, qui en suirent. 

Demonstration d'un Iheoreme-de Mr. Sleincr. . 

Theoreme relatif au cercle qui passe par trois points d'une ellipse. 
Sur quelques applications des determinants ä la geomctrie. . . . 
Note relative ä un theoröme de Mr. Maltnsten (m^m. No. 6) sur 

les equations (liiTerentielles lineaires 

Sur la construction des normales qu'on peut abaisser d'un point donne 

sur une section conique compictement decrite 

Bemerkungen über den 5(uri»schen Satz 

98. Jordann, damals zu Mflnster. 
Beweis des Lehrsatzes No. 12. -Band 9. S. 102, und Bemerkungen 

z\i dem Aufsatze 10. im Uten Bande 

De tabularum functionum hyperbolicarum constructione 

99. M. Jullien, zu Paris. 
Note sur le ccntre de gravite des figures spb^riques 

100. Dr. J Argen sen, Professor der Mathematik zu 

Kopenhagen. 

Remarques sur une certaine transformation des fonclions, fondee sur 

les relations des racines de l'unite 

Note sur une forraule de Laplace 

Sur les expressions du reste de la sörie de Taylor. . . . 
Sur la decomposition d'une certaine classe de fonctions. .. . 
Sur la sommation des transcendantes ä difl'erentielles algebriques. . 
Remarques generales sur les transcendantes a differenlieiles algebriques. 

101. Dr. Moritz Kartscher, damals zu Berlin. 
Auszüge von „Lubbej IraM du caicul dilTerential et integral." . . 

102. Dr. G. Kirch hoff, Professor an der Universität 

zu Breslau. 
Über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe. 
Über den in^ucirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von 
weichem Eisen 



C. O. E. 

42. I. 35. 



42. I. 41. 
9. II. 139. 



26. II. 155. 

26. II. 172. 

30. IV. 347. 

33. IL 95. 

33. IV. 371. 

36. 1. 95. 

39. IL 138. 

40. L 21. 



48. IV. 377. 
48. IV. 386. 



15. IV. 367. 

16. IL 196. 



6. IL 195. 
11. n. 136. 
17. ffl. 291. 
19. L 84. 
19. IL 113. 
23. IL 126. 

8. IV. 419. 



40. L 51. 
48. IV. 348. 
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29. 
7. 
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40. I. 48. 3. 
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31. 
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1. 



50. IV. 311. 1. 
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19. 
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E. Kohl au, Königlich-Preufsischer Hauptmann. 
1. l^lementarer Beweis eines in der Differenzenrechnnng vorkommenden 

Ausdrucks .' 6. IIL 255. 
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104. Koppe, Professor der Mathematik zu Soest 

in Westphalen. 

1. Von der Lage der Ebenen und Linien im Raum 14. L 70. 6. 

2. Ein polyedrischer Satz. 18. Hl. 275. 3. 

105. Kos sack, Königlich-Preofs. Landbaunneister. 

1. Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncto 1. L 37. 1. 

106. Dr. A. Kram er, damals zu Berlin. 
1. Auflösung der 10. Aufgabe im Anhange zum 1. Band von Steiner» 

„Syst. Entw. der Abhängigkeit ejc." 18. II. 185. 4. 

107. Dr. L. Krön eck er, damals zu Berlin. 

1. Beweis, dafs für jede Primzahl p die Gleichung l-fjr+jr' f-jrP-*=0 

irreductibel ist 29. UI. 280. 1. 

108. R. Krusemark, Candidat der Philosophie zu Berlin. 

1. Zur Theorie der elliptischen Funclionen 46. III. 189. 45. 

109. Dr. Kulik, K. K. Ralh und Professor der Mathematik 

an der Universität zu Prag. 

1. Über die Tafel primitiver Wurzeln. 45. L 55. 27. 

2. Geometrische Aufgaben 45. UI. 283. 1. 

HO. Dr. E. E. Kummer, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Breslan. 

1. Sur rint^gration g^n^rale de T^quation de JR/eca/t par des integrales 

definies. ...... 12. n. 144. 4. 

2. Über die Convergenz und Divergenz der unendlichen Reihen. . . 13. II. 171. 14. 

3. Über unendlich verschiedene Entwickelungen der Potenzen der Cosinus 

und Sinus 14. II, HO. 13. 

4. Über die hypergeometrische Reihe 

aß ^, a(a+i)ßiß'\'i) ., a{a + i)(a+2)ß(ß+i){ß+2) (15. I. 39) ^^ 

*+i:7'^+ i.2.r.(r+i) + — i.2.3.y.(:K+i)(y+2) ' ' i^». II. 127j ^^- 

5. Eine neue Methode, die numerischen Summen langsam convergiren- 

der Reihen zu berechnen 16. III. 206. 9. 

6. De aequatione jr^^+.'>''^ = ^^^ V^^ numeros integros resolvenda. . . 17. III. 203. 8. 

7. De Integralibus definitis et seriebus inflnitis \^^] jU 228) ^^' 

8. Note sur Tinlögralion de Teguation -^ = x^^y par des integrales 

döfinies ^. 19. in. 286. 3. 

9. Sur quelques transformalions gönörales des integrales döfinies.. . . 20. I. 1. 10. 

10. Über die Transcendenten, welche aus wiederholten Integrationen ratio- Lj' m' 493! 93 
naier Formeln entstehen * ' * I2I* IV 329) 

11. Eine Aufgabe, betreffend die Theorie der cnbischen Reste. ... 23. HI. 285. 2. 

12. Bemerkungen über die cubische Gleichung, durch welche die Haupt- 

Axen der Flächen zweiten Grades bestimmt werden 26. III. 268. 5. 

13. Über die Divisoren gewisser Formen der Zahlen, welche aus der 

Theorie der Kreistheilung entstehen 30. II. 107. 10. 

14. De residuis cubicis disquisitiones nonnullae analyticae 32. IV. 341. 20. 

15. Beitrag zur Theorie der Function r(x)=y^c-''i;^-'ö<^ 35. I. 1. 4. 
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16. Über Systeme, von Curven, welche einander überall rechtwinklig 
durchschneiden ; * * 

17. Zur Theorie der complexen Zahlen .' . . 

18. Über die Zerlegung der aus Wurzeln der Einheit gebildeten com- 

SIexen Zahlen in ihre Primfactoren , . . . . 
fber die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen rationaj sind. . . 

20. Bestimmung der Anzahl nicht Squivalenler Classen für die aus lien 
Wurzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen, und die idealen 
Factoren derselben 

21. Zwei besondere Untersuchungen über die Classen -Anzahl und über 
die Einheit der aus ^ten Wurzeln der Einheit gebildeten complexen 
Zahlen 

22. Allgemeiner Beweis des Fermatschen Satzes, dafs die Gleichung 
x^^y^ = z^ durch ganze Zahlen unlösbar ist, für alle diejenigen 
Potenz-Exponenten A, welche ungerade Primzahlea sind und in den 
Zählern der ersten ^(A — 3) Bernoulliscben Zahlen als Factoren nicht 
vorkommen 

23. Über eine allgemeine Eigenschaft der rationalen Entwicklungs-Coef- 
ficienten einer bestimmten Gattung analytischer Functionen. . . . 

24. Über die Ergänzunjgfssätze zu den allgemeinen Reciprocitätsgeselzei|. 

25. Über eioe besondere Art, aus complexen Einheiten gebildeter Aus- 
drücke 



C. D. fi. 



35. J. 5. 
35. IV. 319. 



2. Drei mechanische und hydrodynamische Aufgaben; nebst Auflosung. 

3. Beweis eines geometrischen Lehrsatzes 



4. Über die Theorie der Schraube. 

5. Den, einen Kreis am innigsten osculirenden Kegelschnitt zu finden. 

6. Resultate der Auflösung von drei geometrischen Aufgaben; für Lieb- 
haber des algebraischen Caiculs. 

7. Einige geometrische Aufgaben . . . 

8. Geometrische Aufgabe; nebst Auflösung ^ . . 

9. Zwei geometrische Sätze . . . 

10. Die Brennlinie für den elliptischen Quadranten, etc. 

11. Eine Eigenschaft des Dreiecks 

115. Dr. Leithold^ damals zu Berlin. 
1. Beweis der Lehrsätze No. 40. und 41. im Anhange zu ^Steiner syste- 
matische Entwicklung der Abhängigkeit geometriischer Gestalten, etc. 
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8. 



35. IV. 327. 41. 
37. L 1. 20. 



40. n. 93. 24. 



40. n. 117. 13. 



40. IL 131. 9. 



41. IV. 368. 5. 
44. IL 93. 54. 

50. ffl. 212. 21. 



6. L 40. 9. 

7. n. 1501 

7- ffl- 237} 69. 

(7. IV. 381) 



111. Lame und Glapeyron, Akademiker zu Paris. 

1. Nouvelles formules analogues aux series de TayUr et Maclaurin. 

2. Memoire sur l'equilibre interieur des corps solides. ...... 

112. Lebesque, Professor der Mathematik zu Paris. 

1. Integration d'un Systeme d'equations lineaires du n^"^ ordre. '. . . 

113. Dr. Lehmann, damals zu Berlin. 
1. Theorie der Cykloide als Tautochrone. Versuch einer mechanischen 
Discussion nach der antiken geometrischen Methode 

114. Dr. Lehm US, Professor der Mathematik zu Berlin. 
1 . Über zwei Curven 



15. IL 185. 6. 



6. I. 49. 18. 



1. L 61. 4. 

2. ffl. 217. 6. 

3. ffl. 279. 1. 

4. IL 202. 2. 
21. IIL 235. 5. 

27. L 84. 2. 

31. L 85. 5. 

34. IIL 280. 2. 

40. IL 183. 2. 

44. L 9a 3. 

50. IIL 266. 2. 



11. L 67. 8. 
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116. G. Libri, damals zu Paris. 

1. Note sur les Taleurs de la fonction 6. I. 67. 6. 

2. Memoire sur quelques formules göoerales d'analyse 7. I. 57. 11. 

3. Memoire sur la tbeorie de la chaleur 7. II. 116. 16. 

4. Memoire sur les fonctions discontinues 7. III. 224. 10. 

(9. I. 54) 

5. Memoire sur la tbeorie des nombres {9. II. 169 > 81. 

(9. m. 261) 

6. Memoire sur la resolution des equations indetermin^es ä l'aide des 

series 9. IV. 313. 24. 

7. Memoire sur la resolution des äquations algebriques dont les racines 
ont entre elles un rapport donne, et sur rintegration des öquations 
differentielles Unfaires dont les integrales particuliöres peuvent s'ex- 

primer les une par les aulres ^ 10. II. 167. 28. 

8. Memoire sur les fonctions discontinues 10. IV. 303. 14. 

9. Memoire sur l'integration des equations lineaires aux differences de 

tous les ordres 12. ID. 234. 6. 

10. Memoire sur les integrales döfinies aux differences Onies 12. III. 240. 18. 

117. Liouville, Akademiker zu Paris. 

1. Note sur la determination des integrales dont la valeur est algöbrique. 10. IV. 347. 13. 

2. Memoire sur les fonctions complementaires 11. I. 1. 19. 

3. Memoire sur une formule d'analyse . 12. IV. 273. 15. 

4. Memoire sur l'integration d'une classe des fonctions transcendantes. , 13. II. 93. 26. 

5. Memoire sur l'usage que Ton peut faire de la formule de Fourier 

dans le calcul des differentielles ä indices quelconques 13. lÜ. 219. 14. 

6. Note ajoutee au rapport de Mr. Poisson (No. 9.) 16. L 41. 6. 

118. Dr. J. J. Liltrow^ Professor und Director der 
Sternwarte zu Wien. 
1. Auflösung eines geometriscben Problems , . . . 1. III. 232. 9. 

119. N. Lobatschewsky, Rector der Universität zu Kasan. 

1. -Geometrie imaginaire 

2. ProbabilHä des rösultants moyens d'observations repetees 

120. R. Lobatto, Professor der Mathematik im Haag. 

1. Note sur l'integration de la fonction — r-i • • 

" a-focosz 

2. Sar rintigraüon de la dlfförenüelle ._-j_-_-53p— ^ . . . 

3. Note sur les differentielles partielles de'la fonction ■ , . , . . . . 

4. Sur le developpement des coefBcients differentiels d'une fonction au 
moyen de ses differences flnies, et räciproquement 

5. Note sur le calcul des moments d'inertie d'une ellipsoide bomogene 
par rapport i ses trois axes 

6. Sur rintegration des öquations ^-^— xy = et ^-4-)-a6xy = 

par des integrales döfinies 17. IV. 363. 9. 
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3. De integralibos quibusdam deGnitis, seriebusque infinitis 38. I. 1. 39. 

4. Moyens pour trouver Texpression de la n^'^ integrale particuiiere de 
reqaalion lineaire /">+fy("-*)4. Qy('*-n ... -^ ^^-|« jy = o ä I'aide 

des n — i vaieurs 7,, ^t» ••• y»-i Q^i satisfont i cette equalion. . 39. II. 91. 8. 

5. De requation differentieile 
J^'Han+b„x)y(»^+x'''Han^i-\-b„,ix)y^''''^''' + (a,+bx)y'\'b^y^O. 39. IL 99. 9. 

6. De requation differentieile 7!c'+—+^^'"r = 39. IL 108. 8. 

X 

7. Note siir les fonctions elliptiqoes 39. II. 116. 6. 

128. W. Matzka, damals Ober^Feuerwerker zu Wien. 
1. Analytische Auflösung dreier Aufgaben der Calendarograpbie. . . 3. IV. 337. 10. 

129. Dr. ph. E. Meissel, zu Berlin. 

1. Observationes quaedam in theoria numerorum 48. IV. 301. 16. 

2. Zur Theorie der Taulochronen 48. IV. 317. 7. 

3. Beitrag zur Theorie der nfach unendlichen d-Reihen 48. IV. 324. 8. 

130. A. Meyer, Professor der Mathematik zu Lflttich. 
1. Memoire sur les fonctions arbitraires exprimees par des integrales 

doubles et de series de quantitcs periodiques .43. I. 60. 28. 

131. Dr. C. 0. Meyer, damals zu Königsberg in Pr. 

1. De aequilibrii formis ellipsoidicis 24. L 44. 16. 

2. Entwicklung der elliptischen Functionen 

^. 2K . 2K .+, 2/iC f'^ 2K ' 

z/i'^am a:.cos±*am x.sin^' x./ /Twaa x.dx 

n n n J n 

* (37 III 273) 

nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x \^m jy' ogll ^'^' 

132. W. H. Miller, Professor der Mathematik zu Cambridge. 

1. To prove that ^*^^*"^ vT 1 ' — ^ is a whole number when 

n and r are whole numbers 13. III. 257. 2. 

2. An investigation of the caustics poduced by successive reflexion at 

spherical surfaces 13. III. 258. , 2. 

133. Dr. F. Min ding, Professor der Mathematik 
an der Universität zu Dorpat. 

1. Ober die Curven kürzesten Perimeters auf krummen Flächen. In 

Folge der Aufgabe No. 6. im 3ten Bande S. 99. 5. III. 297. 8. 

2. Auflösung einiger "Aufgaben der analytischen Geometrie mittels des 
barycentrischen Calculs 5. IV. 397. 5. 

3. Über die Berechnung des Naherungswerths doppelter Integrale. . . 6. L 91. 5. 

4. Bemerkung über die Abwicklung krummer Flächen 6. 11. 159. 3. 

5. Observatio pertinens ad solutionem aequationum indeterminatanim 

secundi gradus 7. II. 140. 3. 

6. Auszüge seiner Schrift über die Theorie der Zahlen 7. IV. 414. 2. 

7. Theoreme relatif ä une certaine fonction transcendante 9. DI. 295. 2. 

8. Sur les integrales de la forme / ^ ^ , j» et P etani deux poly- 

nomes entiers 10. IL 195. 5. 

9. Addition ä Tarlicle No. 8 10. HI. 292. 1. 
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10. Sar la somme des carres de toutes les droiles qui, k partir d'un point 

donne, coupent soos un angle determine ane courbe alg^brique. . 11. I. 20. 6. 

if. Recherches sur la sommation d'un cbrtain nombr^ de fonctions trans- 
cendanles, dont les dörivees sont döierminöes par des equations 
algebriqaes du troisieine degre 11. IV. 373. 11. 

12. Beantwortung der Frage No.4. S. 200 Band 11 12. H. 179. 2. 

13. Untersuchung, betreffend die Frage nach einem Mittelpunct nicht 

paralleler Kräfte 14. IV. 289. 27. 

14. Ober ,den Ort säinmtlicher Resultanten eines der Drehung unterwor- 
fenen Systems von Kräften 15. I. 27. 12. 

15. Einige Sätze über die Veränderungen, welche ein System von Kräften 
durch Drehung derselben erleidet; nebst einer Anwendung auf das 

Seilpolygon 15. IV. 313. 4. 

16. Beweis eines geometrischen Satzes 16. IV. 351. 1. 

17. Über die Biegung gewisser Flächen {l8 IV S *^- 

18. Wie sich entscheiden läfsl, ob zwei gegebene krumme Flächen auf 
einander abwickelbar sind, oder nicht; nebst Bemerkungen über die 

Flächen von unveränderlichem Krümmungsmaafse 19. IV. 370. 18. 

19. Bemerkungen über die Wurzeln der algebraischen Gleichungen. . . 20. IL 169. 3. 
,20. Cber einen besondern Fall bei der Abwickelung krummer Flächen. 20. 11. 171. 2. 

21. Beiträge zur Theorie der kürzesten Linien auf krummen Flächen. . 20. IV. 323. 5. 

22. Über die Bestimmung des Grades einer durch Elimination hervor- 
gehenden Gleichung 182. IL 178. 6. 

23. Propositiones quaedam de integralibus functionum algebraicarum unius 

variabilis, e principiis Abelianis derivatae 23. IIL 255. 20. 

24. Erwiderung auf den Artikel No. 23. in Band 26. S. 365. . . . . 27. IV. 379. 2. 

25. Enlwickelung eines symmetrischen Ausdrucks für den Grad einer 

durch Elimination hervorgehenden Gleichung 31. ' t. 1. 11. 

26. Bemerkungen zur Integration der Diff'erential-Gleichungen erster Ord- 
nung zwischen zwei Veränderlichen 40. IV. 361. 5. 

27. Über einige Grundformeln der Geodäsie 44. L 66. 7. 

28. Über den Umlauf des- Springers auf dem Schachbrett (den sogenann- 
ten Rösselsprung.) .' 44. L 73. 10. 

29. Über die Schwingungen eines freihangenden biegsamen Fadens. . . 50. III. 243. 20. 

134. Dr. A. F. Möbius, Professor der Mathematik an 
der Universitfit zu Leipzig. 

1. Über die Gleichungen, mittels welcher aus den Seiten eines in einen 
Kreis zu beschreibenden Vielecks der Halbmesser des Kreises und 

die Fläche des Vielecks gefuncjen werden 3. L 5. 30. 

2. Kann von zwei dreiseitigen Pyramiden eine jede in Bezug auf die 

andere um- und eingeschrieben zugleich heifsen? 3. IIL 273. 6. 

3. Von den metrischen Relationen im Gebiete der Lineal^Geometrie. . 4. II. 101. 30. 

4. Beweis eines neuen, von Herrn Chasles entdeckten Satzes der Statik; 

nebst einigen Zusätzen 4 II. 179. 6. 

5. Baryceatrische Lösung der Aufgabe des Herrn Th. Clausen Bd. 4. 

Heft. 4. S. 391 5. L 102. .4. 

6. Kurze Darstellung der Haupt-Eigenschaften eines Systems von Linsen- 
gläsern 5. IL 113. 20. 

7. Beiträge zur Lehre von den Kettenbrüchen; nebst einem Anhange 

dioptrischen Inhalts 6. HI. 215. 29. 
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8. Entwicklung der Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Kräften, 

die auf einen freien, festen Körper wirken 7. III. 205. 12. 

9. Über eine besondere Art der ümkehrung der Reihen 9. 11. 105. 19. 

10. Über eine besondere Art dualer Verhaltnisse zwischen Figuren im 

Räume 10. IV. 317. 25. 

11. Über eine allgemeinere Art der Affinität geometrischer Figuren. . . 12. II. 109. 28. 

12. Über den Miltelpunct nicht paralleler Kräfte 16. I. 1. 10. 

13. Über die Zusammenselzang unendlich kleiner Drehungen 18. HI. 189. 24. 

14. Anwendung der Statik auf die Lehre von den geometrischen Ver- (21. I. 64( 
wandtschaften (21. 11. 156) 

i5. Geometrische Eigenschaften einer Factorentafel 22. III. 276. 9. 

16. Entwicklung einiger trigonometrischen Formeln durch Hülfe der Lehre 

von den Doppelschnitts-Verhältnissen 24. I. 85. 8 

17. Die von Herrn Dr. Luchterhand am Schlüsse des 23. Bandes mit- 
getheilte Bedingung, unter welcher fünf Puncte in einer Kugelfläche 

liegen, aus rein barycentrischem Frincip abgeleitet. 26. L 26. 6. 

18. Über die Zusammensetzung gerader Linien, und eine daraus entsprin- 
gende neue Begrundungsweise des barycentrischem Calculs. ... 28. L 1. 9. 

19. Elementare Ableitung des Newionschen Gesetzes der Anziehung 

aus den Keplerschen Gesetzen der I^laneten-Bewegung 31. H. 174. 4. 

20. Variationum quas elementa motus perturbati planetarum subeunt, nova 

et facilis evolutio. . . 32. IL 106. 13. 

21. Einfacher Beweis des von Herrn Geheimen Hofrath Schtveif^s im 

32. Bande dieses Journals S. 227 mitgetheilten statischen Satzes. . 36. L 89. . 2. 

22. Über die phoronomische Deutung des Taj^/orschen Theorems. . .36. I. 91. 4. 

23. Verallgemeinerung des Pi:i«ca{schen 'Theorems , das in einen Kegel- 
schnitt beschriebene Sechseck betrefl'end 36. HI. 216. 5. 

24. Über einen von Möbius gefundenen Beweis des Satzes vom Paral- 
lelogramm der Kräfte; nebst einer Nachschrift 42. H. 179. 8. 

25. Über das Gesetz der Symmetrie der Krystalle und die Anwendung 

dieses Getzes auf die Eintheihing der Kyrstalle in Systeme. . . .43. IV. 365. 10. 

26. Über, symmetrische Figuren 44. IV. 335. 9. 

135. Dr. A. Müller, Universitäts-Bibliothekar zu Heidelberg. 

1. Einfacher Beweis des Gesetzes der gleichförmig beschleunigten Be- 
wegung 11. L 98. 2. 

2. Beitrag zur Theorie der Facultaten 11., IV. 361. 12. 

3. Zur Begrundiing und Erweiterung der Variationsrechnung 13. IH. 240. 10. 

136. Dr. 6. W. M Oll er. Königlich - Hannoverscher 
Artillerie - Hauptmann. 
1. Darstellung der Lehre vom Zuge; zur Einleitung in die analytische 

Geometrie 15. III. 229. 29. 

137. + Na vier, weiland Akademiker zu Paris. 
1. Rapport sur un memoire de MM. LamS et Clapeyron concernant. 

requilibre Interieur des corps solides homogenes 7. 11. 145. 5. 

138. Nernst, damals Vermessungs-Revisor zu Stralsund. 

1. Ein geometrischer Lehi-satz - . '. . 9. L 103. 1. 

2. Zur Umkehning und Umformung der Reiben 16. L 96. 1. 

47* 
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139. Dr. 6. H. F. Nesselmann, Professor an der 
Universität zu Königsberg in Pr. 

1. Beilrage zur Chronologie 26. I. 32. 49. 

140. Dr. J. Neumann, Professor der Mineralogie und 
Physik zu Königsberg in Pr. 

1. Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedruckten recipro- 
ken Entfernung zweier Puncte, in Reihen, welche nach ^en Laplace- 
sehen F^") fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Be- 
stimmung des magnetischen Zustandes eines Rotations -Ellipsoids, 
welcher durch vertheilende Kräfte erregt ist , ... 37. I. 21. 30. 

141. Dr. Öttinger, Professor der Mathematik an der 

Universitfit zu Freyburg im Br. , 

1. Aufstufung der einfachen Functionen 11. 1. 75; 11. IT. 173; 12. IV. 295; 

13. IV. 292; 14. ffl. 262; 14. IV. 330; 15. lU. 264; 15. IV. 317; 16. U. 131. 296. 

2. Über die Zerlegung gebrochener algebraischer rationaler Functionen 422. I. 63l ^q 
in FarUalbrüche. .' (22. II. 148f ^'*- 

3. Untersuchungen über die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 26. III. 217; 
26. IV. 3H; 30. HI. 217; 30. IV. 296; 34. II. 133; 36. III. 221; 

36. IV. 296; 42. III. 213. 283. 

4. Bemerkungen zu der Aufgabe No. 1. S. 395 Band 25. ..... 27. III. 283. i. 

5. Untersuchungen über die analytischen Faculläten. 33: 1. 1; 33. II. 117; 

33. in. 226; 33. IV. 329; 35. 1. 13; 38. II. 162; 38. III. 216; 44. 1. 26; 44. U. 147. 323. 

6. Beitrag zur Lehre von denKettenbruchen; nebst einigen Anwendun- (49. I. 66) g^ 
gen auf die Berechnung der Wurzeln der Gleichungen (49. II. 95) 

142. f Dr. G. S. Ohm, weiland Professor der Mathematilc 

und Physik zu Mflncben. 

1. Allgemeine und vollständige Berechnung aller beim Gleichgewicht^ mit 

Rücksicht auf Zapfenreibung, vorkommenden Bestimmungstücke. . . 5. I. 51. 42. 

143. Dr. M. Ohm, Professor der Mathematik an der Uni- 
versität zu Berlin, 
i. Etwas über die Bernoullischen Zahlen 20. I. 11. 2. 

2. Cber das Verhalten der Gamma- Function zu den Producten aqui- 

differenter Factoren * 36. IV. 277. 19. 

3. Über die Behandlung der Lehre der reellen Factoriellen und Facul- 

, taten, nach einer Methode der Einschliefsung in Grenzen 39. I. 23. 19. 

4. Note, die Anwendung eines trigonometrischen Satzes betreffend. . 50. I. 79. 12. 

144. L. Olivier, damals zu Berlin. 

1. Entwicklung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch die Cosinus 

der vielfachen Bogen ^ . 1. 1. 16. 21. 

2. Bemerkungen 'über die Form der Wurzeln algebraischer Gleichungen. 1. '11. 97. 20. 

3. Ober den elften Grundsatz in Euklids Elementen der Geometrie. . 1. IL 151. 2. 

4. Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Wurzeln einer 

beliebigen algebraischen Gleichung ^ 1. DI. 223. 4. 

5. Bemerkungen über Figuren, die aus beliebigen, von geraden Linien 
umschlossenen Figuren zusammengesetzt sind 1. HL 227. 5- 

6. Über einige Definitionen in der jGeometrie 1. HI. 241. 11. 

7. Die unbestimmt scheinenden Werthe einiger Functionen zu finden. . 1. IV. 308. 3. 
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8. Remarques sur las series infinies et lear convergence 2. I. 31. 14. 

9. Über Interpoiations-Formeln; desgleichen über. Anwendung derselben 

auf die Auflösung algetraischer Gleichungen von beliebigen Graden. 2. III. 197. 20. 

10. Bemerkungen über eine Art von Functionen, welche ähnliche Eigen- 
schaften haben wie die Sinus und Cosinus 2. III. 243. 9. 

11. Ober die Berechnung von Tafeln gegebener Functionen, z. B. der ^ 
Logarithmen, der Kreisgröfsen, etc 2. III. 252. 11. 

12. Remarque, faisant sufte au memoire de Hr. Abel sur les series infinies. 3. I. 82. 1. 

145. f 01t man ns, weiland Professor der Mathematik 
und Astronomie zu Berlin. 

1. Beobachtungen über die Geschwindigkeit des Schalles in den Ebenen 
Süd-Amerikas; angestellt von Espinosa und Banza 2. IV. 307. 10. 

2. Beobachtungen über die Schwere, welche in den Häfen von Europa, 
Amerika und Asien, auf dem stillen Meere und in Neu- Holland 
während Malaspina's Welt-Umsegelung mit dem unveränderlichen 

Pendel angestellt worden sind 4. I. 72. 13. 

146. Oltramare, Professor der höheren Mathematik an 
der Akademie der Wissenschaften zu Genf. 
1. Considerations generales sur les raoines des nombres premiers. . . 45. IV. 303. 42. 
•2. Note sur les series decrojssantes, dont les ternies soiit alternativement 

positifs et n^gatifs 45. IV. 345. 4. 

3. Memoire sur la resolution de l'equation indeterminee ax^-bhy 

= x(j:*+A/)- • • • 49. II. 142. 9. 

4. Note sur les relations qni existent entre les formes lineaires et les 

formes quadratiques des nombres premiers. 49. II. 151. 10. 

5. Memoire sur la determination des racines primitives des nombres 

Premiers 49. II. 161. 26. 

147. Ostrograsky, Akademiker zu St. Petersborg. 
1. Memoire sur le calcul des varialions des integrales multiples. . .15. IV. 332. 23. 

148. Pagani, Professor der Mathematik an der Univer- 
sität zu Lültich. 

1. Note sur la loi de la refraction simple 11. IV. 351. 2. 

2. Sur la forme et le mouvement d'une bulle qui se meut ä travers 

un liquide 11. IV. 384. 4. 

3. Deplacement virtuel d'un Systeme de points , unis • invariablement 

entre eux 11. IV. 388. 6. 

4. Note sur Tattraction des sphöroides 12. FV. 342. 4. 

5. Demonstration d'un theoreme de Lambert 12. IV. 350. 3. 

6. Sur les pressions exerc^es par nn corps pesant qui repose sur plu- 

sieurs appuis 13. III. 270. 4. 

7. Resolution d'un probl^me relatif au calcul de variations. . . .15. I. 04. 16. 

8. Note sur une transformation generale de la formule fondamentale de 

la roecaniqne 17. IH. 243. 5. 

9. Memoire sur l'equilibre d'un corps solide snspendu ä un cordon flexible. 19. HI. 185. 20. 

149. Dr. Pauker, Professor der Mathematik zu St. Petersburg. 

1. Note relative ä quelques regles sur la convergence des series. . . 42. 11. 138. 13. 

2. Das elliptische Potential 47. II. 125. 8. 
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150. Dr. F. Piper, Professor der Theologie an der Uni- 
versität zu Berlin. 
1. Zur Kirchenrechnung . . 22. II. 97. 47. 

^ 151. J. Plana, Director der Sternwarte, Professor und 
Akademiker zu Turin. 

1. Recherches anaiytiqaes sur les expressions du rapport de la circon-j j,. , . 
ference au diamelre Irouvees par Wallis et Brounker, et sur laf jy' jj* jggl gj 

Iheorie de rinlegrale Euierienne PxP-^dx(i—x''f ( 17. IV. 338) 

2. Note^ oü Ton explique une remarquable objeclion faite par Eüler 1751\ 

contra une regle donnee par ßfewton dans son Arithmeliqoe uni-| m^ |y qqjv 
verseile pour extraire ia racine d'un binome r^el de la forme Vo+Vbß] oa ni 283! ^* 
quel que soit le degre impair de la racine demand^e, si touterois eitel ' 

est impossible / 

3. Hömoire sur Texpression analylique de la surface totale de rellipsoide 
dont les trois axes sont inegaux; et sur Tevaluation de la surface 
d'une voute symmetrique a base rectangulaire, relrafnch^e dans la 

moitie du mSme eilipsoide 17. IV. 345. 18. 

4. Mömoire sur dilTerents proc^des d'integration par lesquels on obtient oa m 189 82 
Tatlraction d'un eilipsoide homogene dont les trois axes sont in^iraux, ^a n 400' 4ci' 
sur un point exlerieur. . . » ;( 26. U. 132. 15. 

5. Note sur l'integrale / = F, qui exprime la somme des elements 

de la masse d'un eilipsoide, divises respectivement par leur distance 

d'un point atlir^. . . ' 20. III. 271. 14. 

6. Nouvelle formule pour reduire Tintegrale V =/ m la forme tri- 
gonometrique des transcendentes elliptiques Tet X, ayant cette forme: 

A'=x*+A.i''+^jr*+Ä^+ß 36. I. 1. 74. 

152. Dr. PlQcker^ Professor der Mathematik und Physik 
an der Universität zu Bonn. 

1. Ober die Krümmung einer beliebigen Fläche in einem gegebenen 

Puncto 3. IV. 324. 13. 

2. Über die allgemeinen Gesetze, nach weichen irgend zwei Flachen 

einen Cont^ct der verschiedenen Ordnungen haben 4. IV. 349. 22. 

3. Über ein neues Coordinatensystem 5. L 1. 36. 

4. Cber ein neues Frincip der Geometrie und den Gebrauch allgemeiner 

Symbole und unbestimmter Goefficienten 5. ID. 268. 19. 

5. Über eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncto und 

Curven durch Gleichungen darzustellen 6. II. 107. 40. 

6. Geometrische Lehrsatze 6. 

7. Note sur une theorie generale et nouvelle des surfaces oourbes. . 9. 

8. Geometrische Aufgaben und Lehrsätze 9. 

9. Über solche Functe, die bei Curven einer höheren Ordnung als die 
zweite, den Brennpuncten der Kegelschnitte entsprechen 10. 

10. Nachrichten von Buchern 10. 
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11« Analytisch - geometrische Aphorismen. 10. III. 217; 10. IV. 293; 

11. L 26; «. IL 117; n. III. 219; H. IV. 356 51. 

12. Solution d'une question Tondamentale concernant la theorie generale 

des courbes 12. II. 105. 4. 

13. Theoremes , gen^raux concernant les öquations d*un degrö qoelcon- 

que entre un nombre quelconque d'inconnues 16. I. 47. 11. 

19 I 91 1 ^ 
15'. Aphorismen aus der Geometrie des Raumes Hl' j||' oqqI ^7. 

16. Über Curven dritter Ordnung, und analytische Beweisführung. . . 34. IV. 329. 8. 

17. Note sur le Iheoreme de Pascal 34. IV. 337. 4. 

18. Die analytische Geometrie der Curven auf den Flächen zweiter Ord- (34. IV. 341) o<> 
nung und Classe (34. IV. 360{ 

19. Über eine neue mechanische Erzeugung der Flächen zweiter Ordnung 

und Classe 34. IV. 357. 3. 

20. Über das O/imsche physicalische Gesetz 35. IL 93. 8. 

21. Sur la reflexion de la lumiere dans ie cas des surfaces du second 
degre, analogue ä celle qui aux Ggures des sections coniques a donn^ 

le nom 35. IL 100. 5. 

153. f Poisson, weiland Akademiker und Pair von 

Frankreich. 

1. Rapport sur un ouvrage'manuscrit de Mr. Ostoyrasky intitule: Cours 

de möcanique Celeste 7. L 97. 5. 

2. Notice sur son ouvrage sur la theorie de l'action capillaire. ... 7. 11. 170. 6. 

3. Memoire sur la courbure des surfaces 8. IIL 280. 18. 

4. Note sur la surface dont Taire est un minimum entre des limites 

donnees 8. IV. 361. 2. 

5. Rapport sur deux memoires de Mr. Liouville 10. IV. 342. 6. 

6. Discours prononce aux funärailles de Mr. Legendre 10. IV. 360. 4. 

7. Th^oremes relatifs aux integrales des fonctions algebriques. ... 12. II. 89. 16. 

8. Preambule de son ouvrage sur la theorie mathömatique de la chaleur. 12. III. 258. 5. 

9. Rapport sur un memoire de Mr. Liouville^ concernant une question 

nouvelle d'analyse 16. K 39. 2. 

154. J. V. Poncelet, Ingenieur-General zu Paris. 

1. Frottement des vis et des ecrous. 2. IV. 293. 8. 

2. Methode abr^gee pour le trace des engrenages de roues d*angle. . 2. IV. 301. 3. 

3. Memoire sur les centres de moyennes harmoniqnes 3. IIL 213. 60. 

4 Memoire sur la thöorie generale des polaires reciproques; pour faire 

suite au memoire No. 3 4. L 1. 71. 

(8. L 21) 

5. Analyse des transversales, appliquöe ä la recherche des proprietes 18. IL 117(j24 
projectives de lignes et surfaces. (Suite des memoires No. 3 et 4.) j8. IIL 21 3| 

(8. IV. 370) 

6. Application de la methode des moyennes a la transformation , au 

calcttl numerique et ä la dätermination des limites du reste des s^ries. 13. L 1. 54. 

7. Sor la valeur approchee lin^aire et rationnelle des radicaux de la forme 

l^(«*+**), •(«•-*•) etc. 13. IV. 277. 15. 
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155. f Dr. Prehn, weiland Amtmann zu Ratzeburg. 

i. Remarques sur le caicul dont a fait usage Hr. I'öditeur de ce Journal 
dan2$ son memoire: „Sur les differentes manieres de se servir de 
Telasticitc de Tair atmospherique comme force motrice sur les cbemins 
de fer" (Vol. 32). (No. 25.) 40. III. 189. 4. 

2. Ober die Aufhebung der Ungieichmärsigkeit der durch die Kurbel 

vermittelten Bewegung 40. HI. 205. 3. 



3. Über die Bedeutung der divergenten unendlichen Reihen, die Bestim 
mung ihrer Werthe, und über die Zulafslichkeit ihrer Anwendung bei 
analytischen Rechnungen 



41. I. 
41. IV. 3641 



II 



51. 



156. Dr. Preufs, Professor und Historiograph zu Berlin. 
1. Notiz von einigen Äufserungen Friedrich des Grofsen über Celius. . 39. I. 90. 1. 

157. Dr. L. Raabe^ Professor der Matbematik an der 
Universität zu Zärich. 

1. Allgemeine Theorie der Epicykeln 1. IV. 289. 12- 

2. Sphärische Polygonometrie 2. I. 9. 13* 

3. Über der) Stillstand der Planeten 2. I. 85. 8- 

4. Gleichungen zweiter Ordnung in der Geometrie 2. II. 182. 6. 

5. Untersuchung ober die Directrixen der Curven . 2. IV. 330. 5. 

6. Eigenschaften der Curven, die sich auf bestimmten Oberflachen be- 
finden 2. IV. 368. 12. 

7. Aufgaben und Lehrsätze 2. IV. 395. 1. 

8. Note zur Theorie der Convergenz und Divergenz der Reihen.. . .11. IV. 309. 2. 

9. Über die Integration der Differentialgleichungen von der Form 

dz = Hdx+Kdy+Ldp + Mdq+jydt*+eic. ... 14. II. 123. 46. 

10. Zur Theorie der Eingehüllten, Einhullungs- Flächen, ihrer Charac- 

teristiken und der Wendungs- Curven 15. IL 125. 2. 

11. Bemerkungen zum Principe der doppelten Substitution bei den ellip- 
tischen Functionen 15. IL 191. 2. 

12. Über die Summation periodischer Reihen und die Reduction des In- 
tegrals y**qp (sin aj-, cos* j')</j: 15. IV. 355. 10. 

13. Bemerkung über Kreisfunctionen 16. IIL 219. 2. 

14. Bemerkungen über eine Stelle in Lagrunge^s ,,Traitö de la r^solution (17. L 94) g 
des equations algebriques, art. IV. No. 79." )20. L 57( 

15. Beiträge zur näherungs weisen Berechnung bestimmter Integrale nach 

der Methode der Quadraturen 18. I. 75. 25. 

16. Über den Fall, wenn in dem bestimmten Integral J^^(p(x)dx die 

a 

Function <jp(jr-) für einen oder mehrere Werthe von jr, welche inner- 
halb a und b liegen, unendlich grofs oder discontinuirlich sind. . . 20. IL 173. 5. 

17. Ober die Summation der ohne Ende fortlaufenden harmonisch -perio- 
dischen Reihen und über die Reduction des Integrals 

rp(smax,cosbr)— 23. IL 105. 21. 

18. Angenäherte Bestimmung der Factorenfolge 1 .2.3.4.5 ... m = /"(l-fn) 

-/--«'■ S: ITol«'- 
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'19. Über die Suromation der ohne Ende fortlaufenden harmonisch-perio- 
dischen Reihen, und über die Reduction des Integrals 

/ (p {sin ax^ cos bjr)— 25. II. 160. 9. 

• 

20. Ableitung der Reihe für aresin j:, mit Zuziehung der Grenzgleichungen 
lim.sinjTcs und lim.cosjr = 0, wo die Grenzzeichen auf das un- 
bestimmte unendliche Wachsen von jc Bezug haben 25. 11. '4 69. 2. 

21. Reduction des p fachen Integral-Ausdrucks 

Ott . r- r 

in welchem die a, r und n constante Gröfsen, die jc die Inte- 
grationsvariabeln sind und ^ eine beliebige Function ist, auf ein 
einfaches, dieselbe Function q> enthallendes bestimmtes Integral. . .28. L 19. 9. 

22. Über die Anzahl und die Form der Bedingungsgleichungen, unter 
. welchen eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen zwei Va- 
riabein n^^^ Ordnung und von der Form 

das unmittelbare Differentiations-Ergebnifs einer nach den allgemeinen 
Constanten aurgeiöseten analogen Differentialgleichung (n — 1)^*"' Ord- 
nung ist 31. in. 181. 32. 

23. Die Doppel -Integrale 

J^J^(f(ax'^ + by'')xf^^y^'^dxdy und 

r-^^ r-^^(ax'"±by'^)xP-'yf-'dxdy, 

ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction derselben auf ein- 
fache bestimmte Integral-^ Ausdrücke 37. IV. 345. 11. 

24. Über den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen bei der Ermitt- 
lung bestimmter lutegrale 37. IV. 356. 6. 

25. Über den Werth eines bestimmten Integrals, aus der unbestimmten 
Integrairunction gezogen, falls dieselbe von der Form arctang/'(jr) ist; 

wo f(x) eine eindeutige Function von x vorstellt 41. I. 54. 3. 

26. Zurückführung einiger Summen und bestimmter Integrale auf die / 
BernoulUschen Functionen 42. IV. 348. 20. 

27. Über die Factorielle {-1-) = ^ 400 l, -i— ^, m 

welcher die Basis m eine complexe Zahl von der Form P'{-qi und 
4 die imaginäre Einheit ist, p und q aber reelle Zahlen bezeichnen; 
desgleichen über einige bestimmte Integrale, die mit derselben im 
Zusammenhange stehen 43. IV. 283. 11. 

28. Über die gegenseitigen Beziehungen zwischen irgend einer ebenen 
Curve und den ihr zugehörigen, einem gemeinschaftlichen Pole ent- 
sprechenden Directrix- und Fufspunctenlinien 48. II. 105. 25. 

29. Werthung der Factorielle — ^ '\ ^ ' — ^ -1— ^ beim un- 

endlichen Zunehmen der reellen ganzen und positiven Zahl ft, wenn 

m irgend eii^e reelle oder imaginäre Zahl ist 48. II. 130. 7. 

30. Über Producte und Potenzen bestimmter einfacher Integral-Ausdrflcke, 

durch mehrfache dargestellt 48. 11. 137. 6. 

Crelle*8 Joarnal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 48 
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31. Über die Darstellung einer Function zweier Variabein Zj z' nach 
aufsteigenden Potenzen zweier andern Variablen y, y\ deren gegen- 
seitige Abhängigkeit die Gleichungen z^=^x-\-yfz und z'^^s'^y'fz' 

ausdrücken; wo fz dieselbe Function von z ist, wie fz' von s'. . 48. II. 143. 8. 

32. Über die singulairen Integral-Auflösungen einer Differentialgleichung 

erster Ordnung mit zwei Variabein 48. IL 151. 9. 

33. Über einen Hülfssatz zur Ausroittlung der Werthe bestimmter Integrale. 48. IL 160. 7. 

34. Zuruckführung der Wurzelform einer algebraischen Gleichung auf 
die Integralion linearer partieller, oder auch eines Systems simultaner, 

gemeiner Differentialgleichungen erster Ordnung 48. 11. 167. 11. 

35. Über den gegenseitigen Zusammenhang einiger Functionen. . . . 48. U. 178. 12. 

36. Bemerkungen über Directrix- und Fufspuncteniinien 50. IIL 189. 5. 

37. Discussion über krumme Flächen, in Beziehung auf Directrix- und 
Fufspunctenflächen 50. m. 194. 19. 

158. Dr. Radike, zu Bonn. 

1 . Einige Bemerkungen über die Principien der Cauchyschen Residuen- 
rechnung 25. in. 216. 23. 

2. Notiz über eine fruchtbare Integrationsmethode, und Benutzung der- 

/* dx 

selben zu einer einfachen Darstellung des Werths von / , . . 36. IL 183. 2. 

159. Ramus, Professor der |ffiathematik zu Copenhagen. 

d'fjc 

1. Remarques sur l'equation q>{fx)==q>ji:—j-' 9. IV. 359. 3. 

2. Solution generale d'un probl&me d*analyse combinatoire 11. IV. 353. 3. 

3. Demonstration de la formule generale d'intögration indefinie, proposöe 

par Mr. Hill tome 18. p. 376 19. IL 117. 2. 

4. Remarques sur les fractions continues periodiques 20. L 13. 15. 

5. Theoreroa georoetricum ad trianguli rectilinei theoriam pertinens. . 20. I. 28. i. 
6.' Note sur une propriete des öquations difförentielles lineaires ä deux 

variables 23. IV. 372. 3. 

7. De integralibus differentialium algebraicarum 24. L 69. ii. 

8. Sur une question de probabilitö, relative aux corrections des hau- 

teurs barom^triques * . . 24. I. 80. 5. 

9. Demonstration d'un theor^me sur quelques integrales definles. . . 24. III. 257. 5. 
10. Demonstration d'un th^or^me sur les equations differentielles lineaires 

ä deux variables 24. III. 260. 2. 

160. Remy, Canzleirath zu Berliti. 

1. Beweis zweier geometrischen Lehrsatze 3. L 84. 2. 

2. Beweis eines geometrischen Lehrsatzes 3. HI. 281 2. 

161'. V. Aenthe-Fink, Ingenieur-Hauptmann zu Berlin. 

1. Beweis des Satzes No. 68. Band 2. S. 395 6. I. 96. 2. 

2. Versuch der Auflösung der Aufgabe No. 12. Band 6. S. 214: aus 
den drei, die Winkel eines geradlinigen Dreiecks halbirenden Schei«- ^ 

tellinien den Inhalt derselben zu Gnden 26. IIL 273. 4. 

162. Dr. Reuschi 6, Professor am Gymnasio 
zu Stuttgart. 

1. Note über die analytischen Beweise elementar -geometrischer Sätze. 24. IL 171. 6. 

2. Über die Deduction der Methode der kleinsten Quadrate aus Bögriffen (26. IV. 333.) qc^ 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung (27. II. 182.) ^^' 
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163. Dr. Richelol, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Königsberg in Pr. 
1. Anwendung der elliptischen Transcendenten auf die sphärischen 
Polygone, welche zugleich einem kleinen Kreise der Kugel einge- 
schrieben und einem andern umschrieben sind 5. III. 250. 18. 

!9 I \^ 
9 III 20q! ^^• 
9 IV S^Tl 
5. Note sur ie theorcme relatif k une certaine fonction transcendante, 
^ demontre tome 9. page 295. 9. IV. 407. 2. 

4. De integralibus Abelianis primi ordinis commentatio prima. ... 12. III. 181. 53. 

5. De transformatione integraiium Abelianorum primi ordinis commentatio. h^' jH' oqII ^21. 

6. Nota ad Ibeoriam eliminationis pertinens 21. HI. 226. 9. 

7. De integralibus quibusdam deGnitis, qoorum summa ad quadraturam 
divisionemque circuli revocatur 21. IV. 293. 35. 

8. Ober die Integration eines merkwürdigen Systems von Differential- 
gleichungen 23. IV. 354. 16. 

9. Einige neue Integralgleichungen des Jaroftiscben Systems Differential- 
gleichungen 25. n. 97. 23. 

10. Nova theoremata de funptionum Abelianarum cujusqtfe ordinis vb- 
loribus, quibus pro complementis argumentorum atque indicum dimi- 

diis induuntur 29. IV. 281. 52. 

/* fx dx 

11. über die Reduction des Integrals 1 ij^.ä__ »x anf elliptische In- 
tegrale r • • ~ 32. lU. 213. 6. 

12. Beweis eines Satzes über elliptische Functionen 32. III. 219. 1. 

13. Über die Substitutionen von der ersten Ordnung und die Umformung 

der elliptischen Integrale in die Norroalform 34. I. 1. 29; 

14. Cber die Anwendung einiger Formeln aus der Theorie der ellip- 
tischen Functiofien auf ein bekanntes Problem, der Geometrie. . . 38. IV. 353. 20. 

15. Bemerkungen über einen Fall der Bewegung eines Systems von 

materiellen Puncten 40. II. 178. 5. 

16. Auszug eines Schreibens des Herrn Prof. T. G. J. Jacobi ... 42. I. 32. 3. 

17. Eine neue Lösung des Problems der Rotation eines festen Körpers 

um einen Punct. (Auszug aus dieser Schrift.) ' . . 44. L 60. 6. 

18. Schreiben von Herrn Eisetistein. . l 44. IH. 269. 4. 

19. Einige Bemerkungen zum Eulvrschen Additionstheorem der ellipti- 
schen Integrale 44. IV. 277. 18. 

20. Darstellung einer beliebigen gegebenen Gröfse durch sin am (ti-)-U7, k). 45. HI. 225. 8. 

21. Bemerkungen ober die Theorie des Raumpendels 45. III. 233. 6. 

22. Cber eine merkwürdige Formel in der Theorie der elliptischen Trans- 
cendenten, und eine Ableitung des Fnndamentaltheorems 50. I. 41. 11. 

164. Dr. G. Rosen hain, damals zu Breslau. 

1. Exercitationes analyticae in theorema Abelianum de integralibus (28. lU. 249| ^ 
functionum algebraicarum (29. L l| 

2. Neue Darstellung der Resultante der Elimination von z aus zwei 
algebraischen Gleichungen /z = und ipz = 0, mittels der W^be 
welche die Functionen fz und q)z för gegebene \t^erthe von z 

annehmen 30. II. 157. 9. 

48» 
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3. Auszug mehrerer Schreiben an den Herrn Prof. C. 6. J. Jacobi 

über die hypereliiptischen Tanscendenten 40. IV. 319. 42. 

165. 6. Salmon, Professor der Mathematik zu Dublin. 

1. Lettre adressee au redacteur de ce Journal; 39. IV. 365. 2. 

, 2. Theor^mes sur les courbes de troisieme degre 42. IV. 274. 5. 

166. Dr. Job. Theoph. Sanio, damals zu Königsberg in Pr. 
1. De functionum elliplicarum multiplicatione et transformatione quae ad 

numerum parem pertinet, commentatio 14. I. 1. 50. 

167. Dr. C. G. Sauer, damals zu Naumburg a. Q. 

i. Einiges über die Integration der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (P/a/fschen) 

j:Vfl+Ax«)ay+jr(c+i?a:'')ö/*Öj: + (/+ifjr»):^Öjr*===Möx*. . 2. l 93. 3. 

168. Schaellibaum, damals Lehrer der Mathematik 

zu Berlin. 

1. Beweis eines von Herrn Prof. Steiner in Band 14. Heft 1. anfge- 

stelUen Satzes. 16. I. 82. 4. 

2. Auflösung der Aufgabe 1 (links) im Anfange des ersten Bandes der 

„Syst. Entw. derAbhängigkeit geometrischer Gestalten etc. von Steiner.*' 18. H. 127. 7. 

3. Ober die i4}^ Aufgabe in dem in Nr. 2 genannten Steinerschen 

Werke/ 18. U. 134. 8. 

169. Dr. Schaeffer, damals zu Berlin. 

1. De integrali —y^"" }2SSlz^da 30. IV. 277. 19. 

2. Adnotationes ad seriem l + ^^+ '^J'^+^^ t^'+' ^i'^+li}^^ 37. H. 127. 34. 

170. H. Scheffler, Dr. phil. zu Braunschv^eig. 

1. Methodus nova aequationem indeterminatam secundi gradus duas 

incognitas implicantem per numeros integres solvendi. . . .45. IV. 349. 21. 

171. Dr. Schellbach, Professor der Mathematik 

zu Berlin. 

1. Über den Ausdruck n = -r\ogi 9. iV. 404. 3. 

2. Cber die Taylorsche Reihe; nebst einer Anwendung auf die Zer- 
legung algebraischer Brüche 11. HL 274. 3. 

(12 I 71l 

3. Über die Zeichen der Mathematik 112 H 148l ^' 

4. Über die Gau^Wschen Formeln zur näherungsweisen Berechnung 

eines bestimmten Integrals 16. H. 192. 4. 

5. Über das Integral der linearen Difl'erentialgleichungen höherer Ord- 
nungen 16. rV. 352. 8. 

6. Auflösung der Aufgaben No. 3. 4. 5. Band 15. Heft 4 16. IV. 360. 3. 

7. Über eine eigenihumliche Entwicklung der Sinus - und Cosinusreihen 

nach Potenzen des Bogens 16. IV. 363. 3. 

8. Über eine elementare Entwicklungsweise der einfachsten transcen- 

denlen Functionen / 17. IV. 321. 10. 

9. Problem der Variationsrechnung 41. IV. 293. 71. 



2S. Verzeichnisse des Inhalts und ümfangs der Bände i bis ÖO. 737 

A. B. C. D. E. r. 

10. Eine Auflösung der Malfailmhen Aufgabe 45. I. 91. 2. 

H. Eine Erweiterung der Malfatlischen Aufgabe 45. II. 186, 2. 

12. Mathematische Miscellen. 45, III. 255. 28. 

I. Ober die Bewegung eines Punctes, der von einem festen Puncte 

angezog'en wird. 
II. Fortsetzung von I. 
ni. Dasselbe Problem im Baume. 

IV. Fortsetzung. 

V. Ober den Krummungskreis. 

VI. Ober den Krümmungshalbmesser. 
VII. Eine Wirkung der Schwungkraft 

VIII. Cber die Gesetze des Stofses und die Ausflufsgeschwindigkeit des 
Wassers aus kieinea Öfinungen 
IX. Über den Schwerpunct sphärischer Figuren. 

13. Die einfachsten periodischen Functionen 48. III. 207. 30. 

172. Dr. Th. Scherer, damals zu Berlin. 
1. Beweis einiger geometrischen Sätze 6. I. 98. 2. 

173. Scherk, damals Professor der Mathematik zu Halle. 

1. Lehrsätze über den Zusammenhang der Combinationen mit Variationen, 

und jener unter einander 3. I. 96. 2. 

2. Cber einen allgemeinen, die Bemoullischen Zahlen und die CoeiBcien- 

ten der Secantenreihe zugleich darstellenden Ausdruck 4. III. 299. 6. 

3. Integration der Gleichung ^-^= (a+/9j:)^. 10. 1. 92. 5. 

4. Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus einander. . . 10. III. 201. 8. 

5. Cber die allgemeine Entwicklung der ganzen Potenzen des Bojp^ens 
in Reihen, die nach den aufsteigenden Potenzen des Sinus fort- 
schreiten ' 11. IL 101. 16. 

6. Analytisch -combinatorische Sätze. 11. IIL 226. 15. 

7. Bemerkungen über die kleinste Fläche innerhalb gegebener Grenzen. 13. III. 185. 24. 

174. SchUffli, Professor der Mathematik zu Bern. 

1. Sur les coefficients du developpement du produit l.(14-«r)(l-f-2jr)... 

...(1-f ('< — 1)<^) suivant les puis^ances ascendantes de x. ... 43. L 1. 22. 

2. Cber das Minimum des Iniegrsis yV(dä:]'\'dj:l...dj:l)f wenn die 
Variabein jr durch eine Gleichung zweiten Grades gegenseitig von 

einander abhängig sind ^ 43. L 23. 14. 

3. Ober eine Function von drei Winkeln, deren erste Abgeleiteten 
ebenfalls als Winkel anzusehen und durch algebraische Relationen 

ihrer Cosinus zu denen der Unabhängigen bestimmt sind 48. III. 292. 9. 

175. Dr. 0. Schlö milch, Professor der Mathematik 
am polytechnischen Institut zu Dresden. 

1. Theoremes generaux sur les deriv^es d'un ordre quelconque de ^^ 
certaines fonctions tres genörales 32. L 1. 7. 

2. Developpement d'une formule qui donne en mSme temps les nombres 

de Bernoulti et les coefficients de la sörie qui exprime la säcante. 32. IV. 360. 5. 

3. Note sur les variations des constantes arbitraires d'une integrale 

definie 33. ffl. 268. 13. 

4. Note sur quelques integrales d^finies 33. IV. 316. 9. 
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^, , , 'e-^^' 33. IV. 325. 4. 

6. Developpement de quelques integrales definies, renfermant des fonctions 
trigonometriques 

7. Nouvelle demonstration des theoremes de Fourier. 

8. Transformation de quelques integrales deGnies. . . 

9. Developpement de deux formules sommatoires. . . 
10. Sur les facultes analytiques 



33. IV. 353. 9. 

36. in. 268. 3. 

36. ni. 271. 6. 

42. IL 125. 6. 

44. IV. 344. 12. 



176. Dr. Th. Schöne mann, Professor der Mathematik 
zu Brandenburg a. d. H. 

1. De functionibus quibusdam, quae ad radicem aequationum circuli 
sectionum, sive aequationes xp — 1 =0 pertinent, rationaliter deter- 

minandis 17. IV. 372. 10. 

2. Über die Congruenz jt'+j*^ 1 (mod./;) (Theorie der trigonome- 
trischen Functionen in Bezug auf Congruenzen) 19. II. 93. 20. 

3. Theorie der symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Gleichung. j jg j-j »qj) 
Allgemeine Sätze über Congruenzen, nebst einigen Anwendungen! jq' «y' ogol 33. 
derselben ) 

4. Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Congruenzen, deren Modul j31. IV. 269) »^ 
eine reelle Primzahl ist (32. n. 93) ^"• 

5. Über einige von Herrn Dr. Eisenstein aufgestellte Lehrsätze, irre- 

ductible Congruenzen betreffend. (S. Band 39. S. 182.) .... 40. III. 18.5. 4. 

177. D. Fr. Seh m ei SS er, Prorector su Frankfurt a. d. 0. 

1. Über die Theorie der Kugeldreiecke. 10. II. 129. 25. 

178. f Dr. ¥• Seh midien, weiland Professor der Ma- 

thematik zu Copenhagen. 

1. Versuch über die Integration der Differentialgleichungen 1. II. 131. 14. 

2. Sur un principe g^neral dans la theorie des series 5. IV. 388. 9. 

179. f Dr. E. J. Seholtz, weiland Professor an der 
Universität zu Breslau. 

1. Über Reihen, durch welche höhere Potenzen des Bogens durch den 

Sinus ausgedrückt werden 3. f. 70. 9. 

180. F. Sehultze, damals Privatlebrer der Mathematik 

zu Berlin. 
1. Allgemeine Berechnung der fünf regulären Körper 28. II. 108. 3. 

181. N. W. Sehulze, damahs Lehrer der Mathematik 

zu Berlin. 
1. Einiges von Näherungen in der Analysis 13. lU. 250. 7. 

182. Dr. L. C. Schulz von Str.asznieki, Professor 

der Mathematik zu V^ien. 

1. Beitrage zur Discussion des Eu/erschen Lehrsatzes von Polyödern, 

in Beziehung auf die neulich bemerkten Ausnahmen desselben. . 14. I. 83. 5. 

2. Bemerkung zu der /iaAWschen Berechnung des Kreis-Umfanges. . 27. III. 198. 1. 
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183. Dr. Schweins, Geheimer Hofrath and Professor der 
Mathematik za Heidelberg. 

1. Neue Eigenschaft zweier Kräfte, darch welche ein Kräftensystem 

ersetzt werden kann 32. III. 227. 4. 

2. Kräfte im Räume 38. I. 40. 37. 

3. Fliehmomente, oder die Samme I!{xX'\-yY) bei Kräften in der Ebene, 

und ^(arJr+rr-l-ÄZ) bei Kräften im Räume 38. I. 77. 22. 

4. Theorie der Dreh- und Fliehmomente der parallelen Seitenkräfte, in 

welche Kräfte im Räume zerlegt werden können . 47. III. 238. 8. 

5. Theorie der Mittelpuncte der parallelen Seitenkräfte 47. III. 246. 23. 

184. Dr. E. Segnitz, zu Eldena. 
1. Über Torsionswiderstand und Torsionsfestigkeit 43. IV. 340. 25. 

185. J. A. Serret, Professor der Mathematik zu Paris. 
1. De la sphere tangente ä quatre sph^res donnees 37. I. 51. 7. 

186. Dr. Siebeck, damals zu Breslau. 

1. Ober periodische Kettenbräche 33. I. 68. 3. 

2. Die recurrenten Reihen, vom Standpunct der Zahlentheorie aus betrachtet, 33. I. 71. 7. 

187. Simon off, Professor an der Universität zu Kasan. 

1. Sur le magnötisme terrestre 16. III. 179. 9. 

188. Gh. Z. Slonimsky, damals Mathematiker zu Bialy stock 

in Russland. 

1. Eine allgemeine Formel für die gesammte judische Kalenderberechnung. 28. II. 179. 5. 

2. Allgemeine Bemerkungen über Rechenmaschinen, und Prospectus eines 

neu erfundenen Rechen-Instruments 28. II. 184. 6. 

189. Dr. W. Smaasen, zu Utrecht. 
1. Sur la sommation de suites infinies par des integrales definies. . . 42. III. 222. 14. 

190. H. J. Smith, Professor an der Universität zu Oxford. 
1. De compositione numerorum primorum formae 4X-\- 1 e duobus qaadratis. 50. I. 19. 2. 

191. fDr. Sohnke, weiland Professor der Mathematik 

an der Universität zu Halle. 

1. Motus corporuih coelestium in medio resistente 10. I. 23. 18. 

2. Aequationes modulares pro. transformatione functionum ellipticarum 

H'»', 13«» et 17™» ordinis 12. II. 178. 1. 

3. Aequationes modulares pro Iransformatione functionum ellipticarum. 16. II. 97. 34. 

192. Dr. Somoff, professeur d'analyse a Tuniversite de 

St. Peterbourg. 

1. Demonstration des formales de Mr. Jacobi, relatives k la theorie de 

la rotation d'un corps solide 42. II. 95. 22. 

2. Methode du caicul des fonctions elliptiques du troisieme espece. . 47. III. 269. 20. 

193. C. 6. Specht, Cand. phil. zu Berlin. 

1. Annäherungsconstruction des Kreis-Umfanges und Flächen-Inhalts. . 3. I. 83. 1. 

2. Zweite Annäherungs-Construction des Kreis-Urafanges. ..... 3. IV. 405. 2. 
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194. S. Spitzer, Assistent and Privatdocent der Mathematik 
am K. K. polytechnischen Institut zu Wien. 
1. Bemerkung zur Theorie der Grörsten und Kleinsten 48. IV. 381. 5. 

195. W. Spottiswoode, de Tuniversite d'Oxford. 

1. Memoire sur quelques formules relatives aux surfaces du second ordre. 42. II. 169. 10. 

2. Memoire sur les points singuliers d'une courbe ä double courbure. . 42. IV. 372. 7. 

3. Two lettres of the geometrical correspondence between Mr. Donhin 

and Spoiiistooode 47. III. 225. 8. 

196. Dr. ph. St ad er, zu Berlin. 
1. De orbitis et motibus puncti cujusdam corpore! circa centrum (46. III. 2621 ^^ 
attractivum aliis quam Newkoniana, attractionis legibus sollicitati. . (46. IV. 283f 

197. Dr. W. Stammer, aus Luxemburg. 
1. Über Kreis -Coordinalen 44. IV. 295. 22. 

198. Dr. Stau dt, Professor der Mathematik an der 
Universität zu Erlangen. 

1. Beweis eines Lehrsatzes, die Bernoullischen Zahlen betreffend. . .21. IV. 372. 3. 

2. Construction des regulären Siebenzehnecks 24. HI. 251. 1. 

3. Ober die Inhalte der Polyeder und Polygone 24. ID. 252. 5. 

4. Beweis, dafs jede algebraische rationale ganze Function von einer 
Veränderlichen in Factoren vom ersten Grade aufgelöset werden kann. 29. II. 97. 6. 

199. St eichen^ professeur a l'ecole militaire 
de Bruxelles. 

1. Essai d'une theorie generale du centre de forces; precede de quel- 
ques considerations sur la resultante 38. IV. 277. 54. 

2. Memoire de mecanique, relatif au mouvement de rotation et an mou- (43. II. 1611 q. 
vement naissant des corps solides (43. ID. 185) 

3. Expose de diverses remarques et reflexions sur les moments, et 

d'autres sujets de statique 44. ID. 181. 39. 

4. De la propriete fondamentale du mouvement cycloldal, et de sa 
liaison avec ie principe de la composition des mouvements de ro- 
tation autour d'axes parallels et d'axes qui se coupent 46. I. 24. 19. 

5. Note sur le §6. du memoire (No. 2. ci-dessus) 46. I. 43. 4. 

6. Memoire sur la question reciproque du centre de percussion. . . 48. I. 1. 68. 

7. Quelques considerations sur rcquilibre du poIygone funiculaire, et 

sur la chalnette 50. II. 93. 18. 

200. fA. Stein, weiland Professor der Mathematik 

zu Trier. 
1. Über die Vergleichung der verschiedenen Numerationssysteme. . . 1. IV. 369. 2. 

201. Dr. J. Steiner, Professor an der Universität 
und Akademiker zu Berlin. 

1. Einige geometrische Sätze 1. I. 39. 15. 

2. Einige geometrische Betrachtungen. . 1. IL 161. 24. 

3. Fortsetzung derselben 1. III. 252. 37. 

4. Einige Gesetze der Theilung der Ebene und des Raums 1. IV. 349. 14. 
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5. Leichter Beweis eines stereometrischen Satzes yon Euler; nebst einem 

' Zusatz zu (No. 1. hier oben) 1. IV. 364. 3. 

6. Verwandlung und Theilung sphärischer Figuren durch Construction. 2. I.' 45. 19. 

7. Auflosung einer geometrischen Aufgabe 2. I. 64. 2. 

8. Geometrische Aufgaben und Lehrsätze 2. L 96. 3. 

9. Geometrische Lehrsätze 2. IL 190. 3. 

10. Zwei polygonometrische Satze 2. IIL 263. 5. 

11. Auflösung einer Aufgabe aus den Annalen der Mathem. von Gergoune. 2. IIL 268. 8. 

12. Geometrische Lehrsätze 2. III. 287. 6. 

13. Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe in der Abhandlung Band 3. S. 196. 3. IL 201. 4. 

14. Anmerkung zu dem Aufsatze Bd. 3.. S. 199 3. IL 205. 2. 

15. Aufgaben und Lehrsätze 3. IL 207. 6. 

16. Demonstration geometrique d'un theoreme relatif ä Tattraction d'une 

couche elliptique sur un point exterieur 12. 11. 141. 3. 

17. Ein neuer Satz über die Primzahlen ^ 13. IV. 356. 5. 

18. Aufgaben und Lehrsätze 13. IV. 361. 4. 

19. Einfache Construction der Tangenten an die Lemniscate 14 I. 80. 3. 

20. Aufgaben und Lehrsätze 14. I. 88. 5. 

21. Aufgaben und Lehrsätze 15. IV. 373. 6. 

22. Aufgaben und Lehrsätze 16. L 8fi[. 9. 

23. Maximum und Minimum des Bogens einer beliebigen Curve, im Ver- 

hältnifs zur zugehörigen Abscisse oder Ordinate 17. L 83. 9. 

24. Aufgaben und Lehrsätze jjl fy gj^l 9. 

25. Einfache Beweise der isoperimetrischen Hauptsätze 18. IV. 281. 16. 

i21 I 33) 

26. Von dem Krummungs-Schwerpuncte ebener Curven I21' II' 101 ! ^' 

27. Cber einige stereometrische Sätze 23. III. 275. 10. 

28. Sur le maximum et le minimum des figures dans le plan, sur la (24. IL 93) joo 
sphere, et dans Tespace en general |24. III. 189| 

29. Elementare Lösung einerAufgabe über das ebene und sphärischeDreieck. 28. IV. 375. 5. 
, 30. Teoremi relativi alle coniche inscritte e circoscritte 30. II. 97. 10. 

31. Über eine Eigenschaft der Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte. 30. IIL 271. 2. 

32. Lehrsätze und Aufgaben 30. III. 273. 4. 

33. Über eine Eigenschaft der Leitstrahlen der Kegelschnitte 30. IV. 337^ 4. 

34. Geometrische Aufgaben und Lehrsätze 31. L 90. 3. 

35. Über Lehrsätze, von welchen die bekannten Sätze über parallele 

Curven besondere Fälle sind 32. L 75. 5. 

36. Geometrische Lehrsätze 32. II. 182. 3. 

37. Sätze über Curven zweiter und dritter Ordnung 32. IV. 300. 5. 

38. Über das dem Kreise umgeschriebene Viereck 32. IV. 305. 6. 

39. Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe; und über einige 

damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. . . 37. II. 161. 32. 

40. Über das gröfste Product der Theile oder Summanden einer Zahl. . 40. III. 208. 1. 

41. Lehrsätze 44. IIL 275. 2. 

42. Lehrsätze 45. IL 177. 4. 

.43. Combinatorische Aufgaben 45. IL 181. 5. 

44. Über einige neue Bestimmungs- Arten der Curven zweiter Ordnung, 

nebst daraus folgenden neuen Eigenschaften derselben Curven. . . 45. III. 189. 23. 

45. Allgemeine Betrachtungen über einander doppelt berührende Kegel- 
schnitte 45. ra. 212. 13. 

46. Aufgaben und Lehrsätze 45. IV. 375. 6. 

Grelle*! Joomal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 49 
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47. Allgemeine Eigenschaften der algebraischen Carven 47. I. 1. 6. 

48. Ober solche algebraische Curven, welche einen Mittelpunct haben, 
und über derauf bezflgliche Eigenschaften allgemeiner Curven; so 
wie, über geradlinige Transversalen der letztern. (Tbeils Auszug, 
theils Erweiterung eines am 26. Mai 1851 in der Akademie der 
Wissenschaften (zu Berlin) gehaltenen Vortrages) 47. 1. 7. U9. 

49. Aufgaben und Satze, bezüglich auf (No. 48.) ........ 47. 1.106. 3. 

50. Eigenschaften der. Curven vierten Grades rücksichtlich ihrer Doppel- 
tangenten. 49. III. 265. 14. 

51. Über algebraische Curven und Flächen . 49. IV. 333. 16. 

202. y. Steinheil, zu Mönchen. 

1. Hydrostatische Aufgabe 8. IIL 320. 1. 

203. Dr. Stern, Professor der Mathematik an der Uni- 
versität zu Göttingen. 

1. Bemerkungen über die höhere Arithmetik 6. II. 147. 12. 

2. Theoreme et probleme 7. I. 104. 1.* 

3. Summirung zweier Kettenbräche. 8. I. 42. 9. 

4. Obervationes in fractiones continuas 8. II. 192. 2. 

5. Bemerkungen zur höheren Arithmetik 9. I. 97. 2. 

6. Remarques sur un thöor^me önonce par Mr. Fourier 9. III. 305. 7. 

7. Theorie der Kettenbrüche^ und ihre Anwendung. 10. 1. 1; 10. II. 154; 

10. ra. 241; 10. IV. 364; 11. L 33; 11. II. 142; 11. III. 277; 11. IV. 311. . .... 214. 

8. Ober die Summirung gewisser Reihen 10. III. 209. 8. 

9. Algebraischer Lehrsatz 11. II. 200. i. 

10. Dt^monstration de quelques theoremes sur les nombres 12. IV. 288. 4. 

11. Note sur la conversion des series en produits composes d'un norobre 

infini des facteurs. 12. IV. 353. 2. 

12. B^vtreis dreier Lehrsätze von Steiner, Band 13. S. 361 und 362; nebst 

zwei andern Aufgaben 14. L 76. 4. 

13. Zur Theorie der Ketlenbrüche 18. L 69. 7. 

14. Aufgaben 18. I. 100. 1. 

15. Lehrsätze la IV. 375. 1. 

16. Snr la valeur d'une serie infinie 20. IV. 321. 2. 

17. Beiträge zur Combinationslehre und der Anwendung auf die Theorie j21. L 91) ^q 
der Zahlen .../.... )21. IL 1771 ^' 

18. Remarques sur les integrales Eulöriennes. 21. IV. 377. 3. 

19. Ober die Auflösung der transcendenten Gleichungen 22. I. 1. 62. 

20. Elementarer Beweis eines Fundamentalsatzes aus der Theorie der 

Gleichungen 23. IV. 320. 2. 

21. Bemerkung zu der Abhandlung von Luehterhand Nr. 2 25. IIL 280. 1. 

22. Cber die Coeffictenten der Secantenreihe 26. L 88. 4. 

23. Notiz 4ber einige Producten* Ausdrücke 27. III. 279. 2. 

24. Eine Bemerkung zur Zahlentheorie. 32. L 89. 2. 

25. Ober die Summe einer gewissen endlichen Reihe 33. IV. 362. 1. 

26. Ob6r die Anwendung der 5<tirmschen Methode auf transcendente 

Gleichungen 33. IV. 363. 3. 

27. Ober die Irrationalität des Werths gewisser Reihen 37. L 95. 2. 

3d. Obef die Kennzeichen der Convergenz eines Ketlenbruchs 37. DL 255. 18. 

304. Dr. Strehlke, Professor der Mathematik zu Berlin. 

1. Otar den Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte 2. IV. 380. 6. 

2. Zwei mathematische Bemerkungen . 12. IV. 358. 4. 
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205. J. Sussmann, Assistent am Königlichen Gewerbe- 
Institut zu Berlin. 
1. Vereinfachung des Beweises von Cauchy, dafs jede Gleichung »iten 

Grades wenigstens 'eine Wurzel hat 44. I. 57. 3. 

206. Dr. A. F. Svanberg, zu Stockholm. 

1. Memoire sur quelques integrales definies 18. I. 55. 14. 

2. Sur le mouvement des fluides 24. II. 153. 11. 

207. Dr. Swellengrebel, zu Utrecht. 

1. Beitrag zur Lehre von den geometrischen VerwandtsohaHen. ... 43. III. 245. 38. 
208. P. Tardy, Professor der Mathematik zu Rom. 

1. Suile equazioni differenziali lineari 42. IL 131. 3. 

2. Sülle equazioni lineari alle dilTerenze finife 42. IL 134. 4. 

3. Sopra un teorema di Poligonometria. . . , 47. IL 125. 8. 

209. Dr. P. Tchebicheff, zu Moscau. 

1. Note sur ia convergence de la serie de Taylor 28. IIL 279. 5. 

2. Demonstration elementaire d'une proposition generale de la theorie 

des probabilites 33. HI. 259. 9. 

210. Dr. A. Teil kämpf, Professor der Mathematik zu 
Hamm in Westphalen. 

114 I 93k 
14' n* 101 1 ^''* 
211. Dr. ^. Tbacker, zu Cambridge. 

1. Ein Beitrag zur Zahlentheorie 40. L 89. 4. 

212. Tberemin, colonel du genie de voies de Commu- 
nications, a Saratow, principaute d^ Astrachan. 

1. Recberches sur la figure et le mouvement d'une bulle d'air, dans un 

liquide de density constante etc 5. 1. 93. 9. 

2. Suite de ces recherches. 5. IV. 374. 6. 

3. Recherches sur la resolution des equations de tous les degres. . . 49. IIL 187. 56. 

213. W. Thomson, fellow of St. Peters College at 

Cambridge. 
1. Introductory notices to the essay on the application of mathematical 

analysis to the tbeories of electricity and magnetism 39. L 73. 3. 

214. Abbe Bern. Tortolini, Professor der höhern 
Mathematik an der Universität zu Rom. 

1. Sur )es transformations et les valeurs de plusieurs integrales definies 

qui se rapportent aux surfaces et aux solidites des volumes. ... 26. IV. 277. 11. 

2. Memoire sur quelques applicalions de la möthode inverse des tan- 

gentes 26. IV. 288. 23. 

3. Nuove applicazioni del Calcolo integrale relative alle quadratura delle (31. L 12> ^q 
superficie curve e cubatura de solidi (34. II. 101 1 

4. Nota sopra Tequazione di una curva del desto ordine, che s'inconträ 

in un problema riguardante TeUissi 33. L 90. 5. 

215. Dr. J. C. UUherr, Professor an der polytecfani- 
sehen Schule zu Nflrnberg. 
1. Zwei Beweise für die Existenz der Wurzeln der höheren algebraischen 

Gleichungen 31. ffl. 231. 4. 

49» 
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216. Dr. Umpfenbach, Professor der Mathematik an 
der Universität zu Giefsen. 

1. Über die Sonderang der Wurzeln einer Gleichung , . 20. I. 60. 2. 

2. Beweis, dafs ein Vieleck mit gegebenen Seiten am gröfsten ist, wenn 

seine Ecken in einem Kreise liegen 25. II. 184. 2. 

3. Über die Verallgemeinerung des Pythegoräischen Lehrsatzes. ... 26. I. 92. 1. 

4. Durch vier gegebene Puncte eine Parabel zu ziehen 26. II. 183. 2. 

5. Von den vielfachen Puncten einer krummen Fläche. 28. IV. 380. 1. 

6. Ein Lehrsatz von Kegelschnitten 30. L 95. 2. 

217. Dr. ünger, Professor zu Erfurt. 

1. Einfacher geometrischer Beweis, dafs, wenn R und r die Halbmes- 
ser der in und um ein Dreieck beschriebenen Kreise bedeuten und 
D die Entfernung der Hittelpuncte dieser Kreise von einander be- 
zeichnet, D* = Ä*—2Är ist 4. IV. 395. 1. 

2. Aufgaben und Lehrsätze. .' 5. L 112. 1. 

3. Geometrische Aufgabe ' 5. IIL 318. 1. 

218. P. Volpicelli, Professor an der Universität zu Rom. 

1. Rectification des formules, qui expriment le.nombre des decompo-« 

sitions d'un nombre donne en deux carres 49. II. 119. 4. 

' 219. Dr. Waltinowsky, damals zu Triest. 
1. Einiges über die Berechnung der reellen Wurzeln numerischer Glei- 

chungen mittels ohne Ende fortlaufender Reihen. 33. IL 164. 10. 

220. Dr. C. Weierstpafs, Oberlehrer der Mathematik 
am Gymnasio zu Braunsberg in Ostpreufsen. 
1. Zur Theorie der Abelschen Functionen 47. IV. 289. 1«. 

221. Jul. Weingarten, Stud. matb. zu Berlin. 
1. Zur Theorie des Potentials 49. IV. 367. 4. 

222. Dr. Weifs, damals zu Manchen. 

1. Einige Aufgaben aus der Combinationslehre. |go" 1/ j^J 57. 

2. Einige Aufgaben aus der Lehre von den wiederkehrenden Reihen. . 38. II. 148. 10. 

223. Dr. W. Winkhaus, zu Halver bei Arnsberg. 
1. Geometrisches , 44. IV. 375. 1. 

224. A. Winkler, Professor der Mathematik am poly- 
technischen Institut zu BrQnn. 

1. Kurze Ableitung des Legendreschen Satzes über die Reduction der 

Berechnung eines sphärischen auf die eines ebenen Dreiecks. . . 44. III. 273. '1. 

2. Über die Reduction doppelter Integrale auf Quadraturen. . . . '. 45. II. 102. 66. 

3. Transformation dreifacher Integrale durch Änderung der Integrations- 
folge 45. IL 168. 7. 

4. Über einen elementaren Satz der Statik 45. 11. 175. 2. 

b^ Über die Reduction dreifacher Integrale auf Quadraturen 50. L 1. 31. 

6. Bemerkungen über einige Formeln der Geodäsie 50. I. 32. 9. 

225. Dr. F. Wöpke, Privatdocent an der Universität 
zu Bonn. 
1. Notice sur un manuscrit arabe d'un traite d'alg^bre par JftouJ Faf A 
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Omar Ben Ibrahim Alkhayämi^ contenant la constructioo g^omä- 

triqoe des equations cubiqaes 40. II. 160. 13. 

( . • • • 'V 

2. Note sur Texpression \((a")°) / et les fonclions inverses cor- 

respondantes .• 42. I. 83. 8. 

226. Dr. R. Wolf, Professor der Mathematik an der 
Universität za Bern. , 

1. Über die^ Fufspunctencurven der Linien zweiten Grades 20. I. 88. 9. 

227. Dr. Zech, damals zu Tübingen. 

1. Über das Princip der kleinsten Wirkung 24. 11. 177. 12. 

228. G. Zeuner, Berg-Ingenieur zu Chemnitz. 
1. Lösung einiger Aufgaben aus der Axonometrie; mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Anwendung derselben bei bildlicher Darstellung 
der Zwillingskrystalle 46. II. 97. 22. 

229. Dr. Zornow, Professor der Mathematik zu Königs- 
berg in Preüfsen. 

1. Demonstration de la Solution du probleme de Malfaiii, donnee par 

Mr. Steiner lome I. p. 178 10. IV. 300. 3. 

2. De compositione numerorum e cubis integris primitivis 14. IIL 276. 5. 

Ungenannte. (Anonymes.) 

A, Abbandlungen. (^Memoires.) 

1. Theorie der Hebelwage von Quintenz. ...'....... 1. IL 157. 2. 

2. Bemerkungen über ein Polyeder. 3. IL 199. 2. 

3. Beweis eines geometrischen Lehrsatzes ß. HL 282. 3. 

4. Auflösung der Aufgabe No. 19. Band 2. S. 99 . 3. IV. 351. 3. 

5. Von der Zerlegung symmetrischer Polyeder 4. IIL 296. 3. 

6. Theoreme sur les nombres 5. IIL 296. 1.« 

7. Beweis des Lehrsatzes vom Fünfeck Bd. 4. S. 396. . . . . . . 5. III. 316. 2. 

8. Theoreme sur les nombres 5. IV. 386. 2. 

9. Preis-Aufgabe der Petersburger Akademief. 1833 (über Ebbe und Pluth). 8. IV. 412. 2. 

10. Preis-Aufgabe der Berliner Akademie für 1836 (über den Bielaschen 

Cometen) 9. IV. 409. 2. 

11. Theorie des paralleles 11. II. 198. 1. 

12. Sur la valeur de 0«*. 11. ffl. 272. 2. 

13. Bemerkungen. zu No. 12 12. IV. 292. 3. 

14. Recension der „Untersuchungen über die Eigenschaften der positiven , 
ternären quadratischen Formen vom Dr. L, A. Seeber, Professor der 

Mathematik zu Freiburg." 20. IV. 312. 9. 

15. Extrait du proces verbal de Pacadömie imperiale des sciences de (23. IL 196| 

St. Petersbourg du 22 Septbr. 1841 (concernant Tedition des ouvrages (23. IIL 287> 6. 
de L. Euler:) (26. IV. 368) 

16. Unedirter Brief des berühmten Mathematikers Joh. Bernoulli (geb. 
1667, gest. 1748) an L. Euler in St. Petersburg, datirt aus Basel 

den 11. August 1731 23. IL 199. 2. 

B. Aufgaben und Lehrsatze. (JProbUmes ei Th^ordmes.) 

1. Aus der Analysis, Geometrie und angewandten Mathematik. ... 2. L 99. 2. 

2. Desgleichen 2. 11. 193. , 4. 
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3. Aus der Geometrie 2. III. 292. 1. 

4. Aus der Analysis, Geometrie und angewandten Mathematik. ... 2. IV. 396. 3. 

5. Aus der Theorie der Gleichungen 3. I. 97. 4. 

6. Aus der Geometrie 3. IV. 408. 2. 

7. Aus der Geometrie 4. IV. 396. 4. 

8. Aus der Geometrie 5. I. 110. 3. 

9. Aus der Differenzen- und Differential -Rechnung 5. II. 222. 1. 

10. Zur Theorie der Gleichungen und zur Aerodynamik 5. III. 318. 1. 

11. Bemerkungen zu der Abhandlung von Minding No. 1 6. I. 81. 3. 

12 Theoremes et problemes sur les nombres 6. I. 100. 7. 

13. Geometrische Lehrsätze und Aufgaben 6. II. 213. 2. 

14. Beweis des Lehrsatzes B. 3. S. 312 6. IIL 310. 1. 

15. Geometrische und analytische Aufgaben 9. I. 103. 1. 

16. Statische Aufgabe. . . ., 11. IL 200. 1. 

17. Mechanische und geon^trische Aufgaben II. IIL 308. 1. 

18. Satze von Herrn Sir. in Berlin 16. L 95. 1. 

19. Algebraische Aufgaben 25. IV. 395. 2. 

20. Aufgaben 28. IL 191. 2. 

21. Fragen über Fuhrwerksräder 40. IV. 366. 1. 

22. Aufgaben 44. IV. 376. 1. 

r. Nachrichten von Büchern. (Avis de livres.) 

1. Ober Analysis und synthetische Geometrie 1. I. 95. 2. 

2. Ober verschiedene Theile der Mathematik 2. IV. 399. 2. 

3. Desgleichen. ' 3. IV. 410. 3. 

4. Desgleichen 4. IV. 400. 2. 

5. Desgleichen 5. IV. 424. 5. 

6. Von den Anfangsgründen der höheren Mechanik; nach der antiken, 

rein geometrischen Methode bearbeitet von Dr. Lehmann. ... 6. IV. 417. 6. 

7. Über verschiedene Theile der Mathematik. ... * 6. IV. 422. 1. 

8. Über den Grundrifs der analytischen Sphärik von Gudermmin. . . 7. IV. 416. 1. 

9. Über Zahlenlehre und verschiedenes Andere 8. IV. 418. 2. 

Manches von Dem, was hier unter „Unge- Une partie deg articUß anonymes nornmes ci- 

nannte** verzeichnet steht, und von den Aufgaben dessus, et des problämes et th^orimes, ninsi qne des 

und Lehrsätzen, so wie Ton den Nachrichten von critiques de Hwres, mime peut-itre 1a plus f/rande 

Bachern, sogar vielleicht das Meiste, hat der Heraus- pnrite, ont 4t4 ecrits par Vediteur du jowmal, II ne 

geber dieses Journals angesetzt. Wie im 2. Bande «Vsf pas nommd comme auteur de tels ariieUs par^ 

8.395 bemerkt, hat er sich zu dergleichen Auf- ceque, comme il Va decUrd t9me i page 395 it nurmit 

siitzen deshalb nicht genannt, „weil es möglich ete possihle que Videe de guelque probUme etc, M 

„wäre , dafs ihm , ohne sich dessen zu erinnern, eüt ete suppeditee par quelque Hwre ou par quetqu€ 

„die Idee zu dieser oder jener Aufgabe etc. durch entretien^ et qu'il voulait se soustraire h ta possi- 

„irgend ein Buch oder ein Gespräch mitgetheilt bitite de s^arroper ä son insu des idees d'autrui. 

„wäre , und er die Möglichkeit, etwa unbewufst Csst paurquoi ii ahandonnait les Mes en tous ca* 

„fremde Ide«n sich zuzuschreiben, entziehen ä d^Autres. Aujourd^kui, apr^s tani d'anmees^ il ne 

„wollte. Er trat daher die Ideen zu den Aufga- se souvient plus ayecsurete, si tel outel petit artisle 

„ben etc. , für den Fall, dafs sie Jemand Anderes a ete 4crit par tut mime, ou s*il est vraiment ano^ 

„schon gehabt haben sollte, im Voraus ab.** Jetzt, nyme. Donc ii faut que Us arlieUs spedfis ci-^essue 

nach so langer. Zeit, kann er sich nicht mehr mit sous A, B et C, passent tous pour anonymes. Bnfin 

Sicherheit erinnern, was von ihm, und was von ü est assez indifferent, de eonnaitre tt warn dsTash- 

wirklich ungenannten Andern herrnhrt. Es mu(^ teur fun petit articie, attendu qu'il ne s^agit que 

daher Alles Obige schon die Überschrift „Unge- du sujet, 
nannte** behalten. In der That kommt es ja auch 
nicht darauf an, wie ein ungenannter Verfasser von 
Diesem oder Jenem heifst, sondern nur auf den 
Gegenstand selbst. 
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Inhaltsverzeichnifs 

der Bände 1 — 50 nach den Gegen- 
ständen der Beiträge. 



Wenn man die Zahlen dieses Verzeichnisses 
in dem Inhaltsyerzeichnifs I. unter den je Tor den 
Zahlen stehenden Namen der Verfasser aufsacht, 
so findet man dort die Titel derjenigen Abhand- 
lange», welche der Verfasser aber die hier in den 
Überschriften angegebenen Theile der Mathematik 
im Journal geschrieben hat; nebst den Nummern 
der Bände, Hefte und Seiten, wo die Abhandlun- 
gen im Journale stehen. 



Table des matteres 

des totnes 1—50, tfelon les differentes 
parties de la science. 



Em cherehttnt Us nmmeros de cette tabU ii 
dan» la table i, sous lee nome des auteure marques 
ici devant les dits numdros, on trouve dans la table 1 
les titres des articles gue rauteur a Scrits dans 
le Journal sur les diffirentes parties de la scienee 
quHndique. la table il; ainsi qne les numh^s des 
tomes^ cahiers et payes oü se trauvent les articles 
dans le Journal, 



1. Reine Mathematik. 



/. Mathimatiques pures. 



1. Analyst s. 1. Analyse. 

A. Arithmetik and Algebra. A. AritAme/igue et algebre. 

N.H.Abels. F. Arndt 3. Burg 1. Cayley 2. 5. 7. 12. 19. Th. Clausen 1. 30. 
Ürelle4. 6. 7. 15. 22. 24. Biseniohrl. Eisenstein 6. 9. 11. 18. 19. 21. 28. Fischer 1. 
Förstemann 1. 5. O.Hesse 14. C. J. D. Hill 1. 10. Hoppe 3. C. G. J. Jacobi 5. 58. 
67.75. Meisseil. H. Ohm 1. L. Olivier. 11. Plana 2. Poncelel7. Richelot2. 
Schellbach 1. Scherk2. 5. Schlömilch 2. Sloniinsky2. Spitzer 1. Staudt 1. 14. 
Steiner 40. Stern 9. 23. Wöpke 1. 2. Anonymes A. 12. 13. B. 1. 2. 4. 19. C. 1. 

B, Combinatorih. B. Analyse combinatoire. 

Beyer 1. Clausen 21. Grelle 21. Förstemann 4. Gudermann 4. 
C. G. J. Jacobi 59. 60. 61. 62. Öttinger 4. Ramus 2. Scherk 1. 6. Steiner 15. 
18. 43. Stern 14. 15. 17. Weiss 1. 2. Anonymes B. 20. 



C. Zerlegung der Brflehe. 



C. Dicomposition des fracüons. 



Beyer 1. Brioschi 2. 3. Clausen 31. Crelle 12. E. H. Dirksen 1. 
Eiaenstein 28. C. G.J. Jacobi 20. Öttinger 2. Schellbach 2. 

D. Theorie der Zahlen. D. Theorie des nombres. 

N. H. Abel 14. Arndt 2. 5. 6. 7. 8. 9. Brenneke 1. Breischneider 3. 
Cayley 16. Catalan 1. Tb. Clausen 6. 30. Crelle 8. 11. 17. 20. 23. 36. 38. 40. 44. 
Dienger 7. Lejeune Dirichlet 1. 2. 3. 4. 8. 9. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 21. 22. 24. 25. 26. 
Eisenstein 1. 2. 4. 5. 9. 10. 12. 13. 14. 17. 20. 22. 23. 24. 26. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 
34. 35. 36. Mad. S. Germain 2. Göpel 3. Grunert 6. 9. Hermite 3. 4. 5. 6. 7. 8. 
Hill 9. 11. A. V. Humboldt 1. C. G. J. Jacobi 3. 12. 14. 21. 28. 35. 43. 57. 58. 
7«. 80. 92. 98. Kronecker 1. Kulik 1. Kummer 6. 11. 13. 14 17. 18. 20. 21. 22. 
S4.25. Libri5. Marker 1. Hinding 56. W. H. Miller 1. Möbius 15. Oltramare 1. 
3. 4. 5. Scheffler 1. Scherk 4. Schönemann 1. 2. 3. 4. 5. Siebek 2. 



388 ^S. Verzeichnsse des Inhalts und Urnfw^gs der Bände i bis öO. 

Jo. Smith 1. Stein 1. J. Steiner 15. 17. 18. 40. Stern 1. 2. 5. 10. 12. 14. 15. 
17. 24. A. Thacker 1. Yolpicelli 1. Zornow. 2. Anonymes A. 6. 8. 14. B. 2. 
12. 22. a 9. 

E. Kettenbrfiche. E. Fractions cotUinues. 

F. Arndt 9. Borchardt 2. Th. Clausen 2. Eisenstein 25. Heilermann 
1. 2. 3. Heine 4. C. G. J. Jacobi 37. Löwenstern 1. Möbius 7. Öttinger 6. 
Ramus 4. Siebek 1. Stern 3. 4. 7. 13. 28. Anonymes B. 2. 18. 

F. Theorie der Gleichungen. F. Theorie des equatiorts. 

N. H. Abel 2. 19. 23. Bellavitis i. Bonniakowsky 1. Burg 3. Cayley 
16. 19. Th. Clausen 9. Collins 1. Grelle 14. 42. Deahna i. £. H. Dirksen 4. 
Eisenlohr 2. Eisenstein 3. 6. 9. 15. 16. 33. Enke 1. Fischer 1. Förstemann 
1. 5. Gaufs 1. Gräffe 1. Grunert 1. Heilermann 2. 4. Heine 12. 0. Hesse 
10. 17. Hill 1. 4. 6. 10. C. G. J. Jacobi 2. 22. 39. 41. 44. 46. 59. 60. 61. 71. 
Joachimsthal 5. 11. Libri 6. 7. Löwenstern 1. Lettner 2. E. Luther 1/2. 
Malmsten 1. Hinding 11. 19. L. Olivier 2. 4. 9. Plucker 13. Raabe 14. 
Richelot 2. Schönemann 3. Schnitzel. N. W. Schulze 1. Stern 6. 19. 20. 26. 
Strehlke 2. Sufsmann 1. Theremin 3. Uliherr 1. Umpfenbach 1. Walli- 
nowsky 1. Wöpke 1. Anonymes ß, 1. 2. 4. 5. 10. 

G. Analytische Facultäten. G. FacuUes analytiques. 

Clausen 28. Grelle 10. 27. Lejeune-Dirichlet 10. Gudermann 15. 
Hoppe 4. C. G. J. Jacobi 32. Kummer 15. Löwenstern 1. A. HQIler 2. 
M. Ohm 2. 3. Öttinger 5. Raabe 18 27. 29. Schläffli 1. Schlömilch 10. 

H. Interpolation. H, Interpolation^ 

Clausen 12. E. H. Dirksen 2. L. Olivier. 9. 

/• Elimination. ^ i. Elimination. 

Cayley 6. Clausfen 29. Grelle 37. C. G. J. Jacobi. 46. 75. 0. Hesse 7. 
8. 9. Magnus 6. Minding 22. 24. 25. Richelot 6. Rosenhain 2. 

K. Theorie gewisser Functionen. K. Theorie de cerlaines fonction9. 

N. H. Abel 1. 11. 23. Aronhold 1. Bretschneider 2. ^Broch 1. 2. Cayley 
1. 2. 5. 7. 9. 17. 18 19. Th. Clausen 8 9. 32. Collins 1. Grelle 10. Dienger 
8. 13. Eisenlohr 1. Eisenstein 30. Gudermann 2. 5. 6. 28. Heine 9. 10. 11. 
Heinen 3. Hermite 2. 0. Hesse 14. 16. 20. 21. 23. Hill 5. 6. 7. 8 12. G. G. J. Ja- 
cobi 5. 33. 75. Jordann 2. Jürgensen 1. 2. 4. 5. Kummer 12. 23. Libri 1. 2. 
4. 8. Lettner 1. Luchterhantl 1. Magnus 1. A. Meyer 1. Minding 7. 11. 
L. Olivier 7. 10. Raabe 13. 31. 35. Radike i. Ramus 1. Richelot 3. Rosen- 
hain 2. Salmon 1. Schellbach 8. 13. Schläffli 3. Staudt 4. Anonymes B. 
1. 2. 9. 15. 

L. Theorie der Reihen. L. Theorie des series. 

N. H. Abel 7. 10. 12. 23. F. Arndt 1. 4. Björling 1. Bretschneider 2. 
Clausen 3. 4. 8. 10. 14. 26. Grelle 7. 18. Dienger 1. 2. 5. 9. 10. 12. Lejeuae- 
Dirichlet 6. li. 12. 14. Dirksen 3. Eisenlohr 1. Eisenslein 8. 25. 34 Grm- 
nert 2. 11. Gudermann 10. 14. Heilermann 1. 3. Heine 3. 4. 5. 7. Hill 3. 
C. G. J. Jacobi 36. 49. 58. 83. 90. 91. Jürgensen 3. Kummer 2. 3. 4. 5. 7. 23. 
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Lame et Clapeyron i. Libri 2. Luchterhand 2. Malmst^n 2. 3. A. Meyer 1. 
Möbiu^ 9. 22. Nernst 1. 2. M. Ohm 1. L. Olivier 8. 12. Oltramare 2. Pau- 
ker 1. , Poncelet 6. Prehn 3. Raabe 8. 12. 13. 17. 19. 20. 23. Schäff^r 2. 
Schellbach 2. 7. Scherk 5. Schiömilcb 2. 9. v. Schmidten 2. Siebek % 
iSrtiaasen 1. Staudtl. Stern 8. 11. 12. 16. 21. 22. 25. 27. Tardy 1. 2. Tchebi- 
crheff 1. Weifs 2. Anonymes B. 1. 2. 

iTf. DiiTerenzen-, DiiTerential-, Inte- ilf. Calcul differentiel et inteffral, des 
gral- und Variations-Rechnung. variaiions et des differences. 

N. H. Abel 6. 10. Aoust 1. Bretschneider 2. Ch. Broke 1. Clausen 9. 
17. 29. Grelle 18. . Deahna 2. Dedekind 1. Lejeune-Diricblet 10. Grunert?. 
Gudermanii 22. 32. Hansen 1. Haedenkamp 1. 3. 4. Heine 1. 0. Hesse 5. 
Hill 2. 5. 12. 13. 14. 15. 16. Hoppe 1. C. G. J. Jacobi 1. 7. 8. 10. 21. 25. 30. 31. 
33. 47. 54. 55. 56. 63. 64. 70. 81. 84. 87. 88. 89. 96. 97. Joachimsthal 4. 9. Jür- 

?ensen 2. 5. 6. Kartscher 1. Köhfau 1. Kummer 1. 10. Lebesque 1., Libri 
. 9. 10. Liouville 1. 2. 3. 4. 5. 6. Lobatto 1. 2. 3. 4. 6. Luchterhand 1. 
Malmsten 4. 5. 6. A. Meyer 1. Minding 3. 8. 9. 23. 26. A. Müller 3. Neu- 
mann 1. Ostrograsky 1. Öttinger 1. Pagani 7. Pauker 2. ^ Plana 1. 6. 
Poisson 5. 7. 9. Raabe 9. 12. 21. 22. 23. 30. 32, 24. Radike 2. Ramns 1. 3. 6. 

7. 10. Richelot 8. 9. 16. Sauer 1. Schäffer 1. Schellbach 5. 9. Scherk 3. 
Schläffli 2. Schlömilch 1. v. Schmidten 1. Stern 18. Tortolini 2. 3. 5. 
Winkler 2. 3. 5. Anonymes B. 4. 9. €. 1. 

JV. Bestimmte Integrale. iV. Integrales definies. 

N. H. Abel 8. Bierens de* Haan 1. Buoncompagni 1. Dienger 3. 5. 6. 
11. 14. Heine 13. Lejeune-Dirichlet 5. 12. Grunert 7. Gudermann 28. 31. 
Hill 5. Hoppe 2. C. G. J. Jacobi 32. 37. 41. 45. 67. 79. Kummer 1. 7. 8. 9. 15. 
Libri 10. Liouville 3. Lobatto 6. Malmsten 3. Plana 1. Raabe 12. 15., 16. . 
17. 19. 20. 21. 24. 25. 26. 33. Ramus 9. Richelot 16. Schellbach 4. Schlömilch 
3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. Smaasen 1. Svanberg 1. Tortolini 1. 

O. Elliptische und Abelsche O. Functions elUptiques et 

Functionen. Abeliennes. 

N. H. Abel 9. 10. 13. 15. 16. 17. 18. 20. 21. 22. 23. 24. Broch 2. Cayley 

8. 43. 14. Eisenstein 1. 7. 27. 37. Göpel 1. Gudermann 21. 23. 24. 26. 31. 33. 
Gülzlaff 1. Haedenkamp 4. Heine 6. Hermite 1. H. Hoffmann 1. C.G:J. Ja- 
cobi 11. 13. 15. 16. 17. 18. 19. 23. 24. 26. 27. 29. 38. 40. 48. 66. 68. 74.. 77. 78. 82. 
86.87. Krusemark 1. Lettner 3. Msalmsten 7. C. 0. Meyer 2. Meissel 3. 
Plana 6. Raabe 11. Richelot 1. 4. 5. 10. 11. 12. 13. 14. 18. 19. 20. 22. Rosen- 
hain 1. 3. Sanio 1. Sohnke 2. 3. Somoff 2. Weierstrafs 1. 

P. Wabrscheinlichkeits-Rechnung. P. Calcul de probabilites. 

Dedekind 2. Enke 2. Lobatschewsky 2. öttinger 3. Ramus 8. 
Reuschle 2, Tchebische^ff 2. 

2. Geometrie. 2. Geometrie. 

A. Elementar-Geometrie. A. Geometrie elementaire. 

Aubertin 1. August 1. 2« Bauer 1. Beyer 1. Brunei. 3. 4. Clausen 5. 
11. 30. 33. 36. Grelle 9. 16. 26. 29. 41. 42. Dahse 1. Eisenstein 9. 23. 
Fasbender 2. 3. Förstemann 1. 3. Frankenheim 1. Gerling 1. Gerwien 
und ?. Hol leben 1. Gerwien 1. 2. 4. Graves 1. Grunert 3. 4. 5. Grusen 1. 

CreU«*8 Journal f. d. M. Bd. L. Heft 4. 50 
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Gudermann 1. 3. 7. 9. 15. 35. Keinen 1. Hessel 1. Hörn 2. C. G. J. Jacobi 16. 
Koppe 1. 2. Kulik 2. Kummer 19. Lehmus 3. 8. 9. 11. Luchterhand 3. 
Magnus 2. Mintiinfir 28. Möbius 1. 2. 26. L. Olivier 3. 6. Plana 1. Plucker 17. 
Raabe 7. Ramus 5. Remy 1. 2. v. Renkbe 1. 2j Richelot 2. SchellbacblO.il. 
Scherer 1. F. Schultze 1. Schulz v. Strasnicky 1. 2. Spedht 1. 2. Steiner 13. 38. 
Strehlke2. ümpfenbach 2. 3. Ungerl. 2. 3. Winkhaus 1. Wöpke 1. Zornow 1. 
Anonymes A. 2. 3. 5. 7. 11. B. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 13. 14. 15. 17. 

B. Goniometrie und Trigonometrie. B. Goniometrie et trigonometrie. 

Clausen 32. Grelle 7. 10. Dirksen 3. Eisenstein 21. Peldt 1. 
Gudermann 5. 38. C. G. J. Jacobi 49. 67. 76. Jordfinn 1. Kummer 3. Littrow 1. 
Minding 27. Möbius 16. Nernst 1. M. Ohm 4. L. Olivier 1. 10 11. Raabe 20. 
Richelot 7. Schellbach 7. 10. 11. Schlaffli 3. Schlömilch 2. Scholtz 1. 
Schönemann 1. 2. Stern 11. 22. Tardy 3. Winkler 1. 

C. Sphärische Geometrie. C. Geometrie spherique. 

Bauer 1. Bretschneider 1. Clausen 16. Grelle 13. Gaufs 3. 'Gerwien 2. 3. 
Gudermann 7. 8. 12. 13. 16. 17. 18. 19. 25. 27. 29. 30. 31. 34. 36. 38. Haedenkarap 2. 
Hellerung 1. Jullien 1. Löwenstern 1. Minding 27. Raabe 2. vRemy 1. 
Schmeisser 1. Steiner 6. Anonymes C 8. 

D. Synthetische Geometrie. D. Geometrie synthetique. 
Aubert 1. Brioschi 1. Broch 3. Gayley 3. 15. 19. Eberty 1. Göpel 2. 

Grafsmann 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 13. Gudermann 11. Keinen 4. 5. 
0. Hesse 3. 6. 18. A, Jacobi 1. 2. 3. G. G. J. Jacobi 34. Kramer 1. Leithold 1. 
Luchterhand 2. Minding 2. Möbius 3. 5. 10. 11. 14. 17. 18. 23. Poncelet 3. 4« 5. 
Schällibaum 1. 2. 3. Staudt 2. Steiner 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 15. 
19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36. 37. 39. 41. 42. 
44. 45. 46. 47. 48. 49. 50. 51. Swellen^rebel 1. Anonymes €. 1. 

E. Analytische Geometrie. E. Geometrie analytique 

N. H. Abel 23. Amsler 1. Arendt 10. Balzer 1. Brix 1. Brunn i. 
Gayley 4 6. 10. 11. 19. Glausen 7. 19. 21. 22. 23. 34. 35. Dippe 1. Drucken- 
müller 1. Eisenstein 33. Fasbender 1. 4. Garbinsky 1. Sophie Germain I. 
Grunert8. 10. Gudermann 11. 17. Hachette 1. 2. 3. Haedenkamp2. Heinen2. 
0. Hesse 1. 2. 4. 9. 11. 12. 13. 15. 19. 22. 24. Hittorf 1. Hörn 1. 2. 3. A. Jacobi 2. 
G. 6. J. Jacobi 4. 5. 42 50. 51. 52. 53. 56. 71. 94. 95. Joachimsthal 1. 2. 3. 5.6. 
7.8.10. Kummer 12. 16. Leh'mus 1. 5. 6. 7. Lobatschewsky 1. Magnus. 3. 4. 5. 
G. 0. Meyer 1. Meissel 2. Minding 1. 4. 10. 16. 17. 18. 20 21. G. W. Müller 1. 
Paucker 2. Plana 3. 4. 5. Plücker 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11. 12. 15. 16. 
18. 19. Poisson3. 4. Raabe 1.4.5. 6. 10.28.36. 37. Reuschle 1. Richelot 2. 14. 
Salmon 1. 2. Schellbach 6. 8. 12. (Y. VL IX.) Scherk 5. 7. Scholz 1, 
N. W. Schultz 1. Serret 1. Spottiswoode 1. 2. 3. Stammer 1. Staudt 3. 
Steiner 14. Strehlke 1. Tellkampf 1. Tortolini 1. 2. 3. 4. Ümpfenbach 4. 5. 6. 
Wolf 1. Anonymes B. 2. 4w 5. 11. 

3. Mechanik. 3. Mecanique. 

A. Statik und Dynamik. A. Statique et Dynarnique. 

N. H. Abel^. 4. Amsler 1. 2. Burg 2. Gayley 5. Glausen 15. 18. 
Cournot 1. 2. Grelle 2. 28. 39. Despeyrous 1. Dumas 1. Lejeune-Dirtoblel 
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19. 20. Gaufs 2. Gudermann 18. 30. 37 v. Heim 1. 2. 3. Heine 2. 8. C. 6. J. Ja-- 
cobi 65. 69. 73. 93. Jullien 1. Kirchhof i. Kossack 1. Lehmus 2. Liou-- 
Villa 3. Lobatto 5. Lottner 3. C. 0. Meyer 1. Minding 12. 13. 14. 15. 29. 
Möbius 4. 8. 12. 13. 14. 19. 21. 22. 24. A. Malier. 1. Pagani 8. 4. .5. 6. 8. 9. 
Pauker2. Plana4.5. Richelol 15. 17. 21. Schellbach 12. (LH. UI. IV. VH. VID. IX.) 
Schweins 1. 1 3. 4. 5. Sohnke 1. Somoff 1. Stader 1. Steichen 1. 2. 3. 4. 
5. 6. 7. Steiner 16. 2ß. Weingarten 1. Wiakler 4. Zech 1. Anonymes IT. 1. 
2. 16. 17. C. 6. 

B. Hydrostatik und Hydrodynamik. B. Bydrosfatique et Bydrodynatnique. 
Grelle 25. 32. v. Dawidof 1. Eytelwein 1. Lehmus 2. Pagani 2. 
Prehn 1. Ramus 8. v. Steinheil 1. Svanberg 2. Anonymes B. 2. 

C. Aerostatik and Aerodynamik. C. Aeroslatique et Aerodynamique. 

Brooke 1. Oltmanns 1. Anonymes ß. 5. 10. 



II. Angewandte Mathematik. //. Mathimaüques appliquies. 

^ A. Astronomie und Geographie. A. Astronomie et Geographie. 

Bergius 1. Bernardi i. Borchardt 1. Clausen 20. 24. 25. 27. Dien- 

ier 3. Dumas 1. Gudermann 20. Hansen 1. C. 6. J. Jacobi 9. 69. 72. 96. 
ittrow 1. Möbius 19. 20. Oltmanns 2. Pagani 5. Poisson 1. Raabe 3. 
Sohnke 1. Winkler 6. Anonymes !j. 10. 

B. Chronologie. B. Chronologie. 

Jahn 1. Matzka 1. Jfesselmann 1. Piper 1. Slonimsky 1. 

C. Optik und Theorie des Lichts. C. Optique et thSorie de la iumiere. 

Clausius 1. 2. v. Forstner 1. Lehmus 10. W. H. MilUr 1. Möbius 6. 7. 
Pagani 1. Plücker 14. 21. Anonymes B. i. 4. 

D. Theorie der Wärme. />» Theorie de la chaleur. 

Amsler 2..3. Despeyrous 1. Lejeune-Dirichlet 7. Heine 1. 2. Libri 3. 
Poisson 8. 

E. Theorie der Maschinen. E. Theorie des machthes. 

Clausen 13. Grelle 3. 25. 28. 33. Dietlein 1. 2. Druckenmüller 2. 
V. Heim 4. M. R. Jacobi 1. Lehmus 4. 6. S. Ohm 1. Poncelet 1. 2. Prehn 2. 
Segnitz 1. Anonymes A. 1. B. 2. 21. 

F. Kryslallometrie. F. CristallofnStrie. 

Prankenheim 1. Möbius 25. 26. Zeuner 1. 

G. Physik. G. Phgsique. 

Dienger 1. Green 1. Haedenkampl. Kirohhor2. Lama n. Clapeyron 2. 
Navier 1. Neumann 1. Plücker 20. Poisson 2. Simonoff 1. Thomson 1. 
Anonymes A. 9. 
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H. Staatswirthschafllicbes. 
Brune 2. Grelle 21. 3i. 43. 



H. Bconomie poHlique. 



i. Allgemeines und Verschiedenes. 1. Sujets differents et gäneraux. 

Chelini 1. Grelle 5. 19. 30. 34. 35. Lejeune-Dirichlet 23. FriedUnderl. 
Göpel 3. A. V. Humboldt 2. G. 6. i. Jacobi 85. Minding 28. Poisson 6. 
Preufs 1. Schellbach 3. Anonymes A. 15. 16. 

K. Drockfehler und Verbesserungen. K. Faule» d'impression et rectifications 

1. IV. 388; 10. II. 200; 11. IL 200; 11. III. 308; 11. IV. 406; 13. II. 184 
13. IV. 364; 14. IV. 380; 15. IV. 378; 16. IV. 376; 17. IV. 392; 19. IV. 388; 20. IV. 3§0 
21. IV. 380; 22. IV. 380; 23. IV. 379; .24. IV. 381; 27 beim Inhallsverzeichnifs 
27. IL 192; 27. IIL 284; 30. IV. 351; 35. IIL 276; 39. IL 137; 40. IIL 278; 40. IV. 386, 
41. IV. 367; 45. IL 187; 45. IV. 380; 46. I. 96; 46. IIL 282; 46. IV. 389; 47. IV. 384; 
49. I. 94; 49. IV. 370. 



Fac-similes von Handschriften Hachbenannter verstorbener berühmter 

. Mathematiker. 
(Fac-simile d'autographes des celebres geomeires.decddes, nomrne's ci-apres.) 



Baod. Heft. 
iTomt.Vah.) 

. 26. III. 
. 25. IV. 
. 40. IL 



1. y. H. Abel 

2. D. Alembert.. . 

3. Amph'e 

4. BttUly 

5. Dmi. BernoulU, 

2 Handschriften. 23. IV. 

6. Joh. BeriiouUi. 26. I. 

7. Nie. BernoulU. 26. IL 

8. Bessel. 35. IV. 

9. Boseowieh. ... 36. IV. 

10. Buzengeiger. . . 38. IV. 

11. Carnot 27. IV. 

12. Cartesius. ... 28. H. 

13. Castelli. .... 37. IV. 

14. /. M. Castilton. 40. IIL 

15. Cavalieri. .... 38. 1. 

16. La Condamine. 39. IV. 

17. Condoreet. ... 31. IL 

18. Copernicus.. . . 29. IL 

19. Cramer 26. IV. 

20. Eisenstein. ... 45. IL 

21. J. A. Euler. . . 39. lU. 

22. L. Euler. .... 23. I. 

23. J. A. Rftelwein. 40. IV. 

24. Fertnat 30. IV. 

25. Ferrari. ..... 34. I. 



26. Ferrmi. . . . . 

27. Fontana. 

28. Fourier 

29. Frisi. 

30. Fufs 

31. Gaufs 

32. Gal. Gdlilaei.. . 

33. Dem.S.Germttin 

34. A. Göpel. . . . . 

35. Grahdi. 

36. Gudermann. . . 

37. W. Berschel . 

38. Uevel.'. 

39. Huyghens. . • • 

40. CG. 3. Jacobi. 

41. Kant 

42. W.J. G.Karsten. 

43. Kästner. . . . . 

44. Kepler 

45. Kliigel. 

46. Lagrange. . . . 

47. Lalande 

48. Lambert 

49. Laplace 

50. Legendre. . . . 

51. Leibnitz 



Band. Helt. 
(Tom*. CloA.) ' 

34. H. 
34. III. 
27. lU. 



37. 
24. 



I. 
0. 



50. IV. 
31. L 
28. IV. 

38. IL 
37. n. 
43. IV. 

31. IIL 

28. r. 
24. IV. 
43. lU. 

29. IV. 

32. IL 

30. UI. 
27. I. 

39. L 
23. UL 

31. IV. 

23. n. 

24. L 
24. 10. 
30. I. 



Band. Heft. 
(TOMC.CU.) 

52. Lexett. 27. IL 

53. Manfredi. ... 37. DI. 

54. Maupertuis. . . 32. L 

55. Meehain 33. U. 

56. MoUweide. ... 39. U. 

57. Monge. 30. II. 

58. Montanari.. . . 36. L 

59. J. Newton. . 



(32. IV. 

60. Oriat» 33. lü! 

61. PaoU. 34. IV. 

62. F. F. Pf äff. . . 35. IL 

63. Pfleiderer. ... 38. IIL 

64. Poisson 25. 1. 

65. R^aumur. ... 33. L 

66. Riccioli. 36. 0. 

67. Roberval. .... 28. m. 

68. Schröter 32. HL 

69.' Süfsmileh. ... 40. L 

70. TychodeBrahe.^. 1. 

71. TraUes 35. ÜL 

72. Torrieetti. ... 25. OL 

73. Vandermonde. . 36. OL 

74. Viviam. ..... 35. I. 

75. €h. Frh. v. Wolf. 29. Ol. 



Druck Ton 6. Reimer in Berti*. 
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